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La mecdnica cldsica es la rama de la fisica que estudia las leyes del comportamiento de cuerpos fisicos
macroscopicos (a diferencia de la mecéanica cuantica) en reposo y a velocidades pequeflas comparadas

con la velocidad de la luz (mecénica relativista).

En la mecanica clasica en general se tienen tres aspectos invariantes: el tiempo es absoluto, la naturaleza

realiza de forma esponténea la minima accién y la concepciéon de un universo determinista.

El primer desarrollo de la mecénica clésica suele denominarse mecdnica newtoniana. Consiste en los
conceptos fisicos basados en los trabajos fundacionales de Sir Isaac Newton, y en los métodos mate-
maticos inventados por Gottfried Wilhelm Leibniz, Joseph-Louis Lagrange, Leonhard Euler, y otros
contemporéneos, en el siglo XVII para describir el movimiento de los cuerpos fisicos bajo la influencia
de un sistema de fuerzas. Posteriormente, se desarrollaron métodos mas abstractos que dieron lugar a las
reformulaciones de la mecénica clasica conocidas como mecdnica lagrangiana y mecdnica hamiltoniana.
Estos avances, realizados predominantemente en los siglos XVIII y XIX, van sustancialmente mas all&
de los trabajos anteriores, sobre todo por su uso de la mecéanica analitica. También se utilizan, con

algunas modificaciones, en todas las areas de la fisica moderna.

La mecanica clasica proporciona resultados extremadamente precisos cuando se estudian objetos grandes
que no son extremadamente masivos y velocidades que no se acercan a la velocidad de la luz. Cuando los
objetos que se examinan tienen el tamano del didmetro de un 4tomo, se hace necesario introducir el otro
gran subcampo de la mecénica: la mecanica cuantica. Para describir las velocidades que no son pequenas
en comparacion con la velocidad de la luz, se necesita la relatividad especial. En los casos en los que
los objetos se vuelven extremadamente masivos, se aplica la relatividad general. Sin embargo, algunas
fuentes modernas incluyen la mecénica relativista en la fisica cléasica, que en su opinion representa la

mecéanica clasica en su forma mas desarrollada y precisa.

Existen varias formulaciones diferentes, en mecanica clésica, para describir un mismo fenémeno natu-
ral que, independientemente de los aspectos formales y metodologicos que utilizan, llegan a la misma
conclusion.

La mecdnica vectorial, que deviene directamente de las leyes de Newton, por lo que también se le conoce
como “mecanica newtoniana”, llega, a partir de las tres ecuaciones formuladas por Newton y mediante
el calculo diferencial e integral, a una muy exacta aproximaciéon de los fenémenos fisicos. Es aplicable
a cuerpos que se mueven en relaciéon con un observador a velocidades pequenas comparadas con la de
la luz. Fue construida en un principio para una sola particula moviéndose en un campo gravitatorio.
Se basa en el tratamiento de dos magnitudes vectoriales bajo una relaciéon causal: la fuerza y la accion
de la fuerza, medida por la variacion del momentum (cantidad de movimiento). El andlisis y sintesis de
fuerzas y momentos constituye el método basico de la mecanica vectorial. Requiere del uso privilegiado
de sistemas de referencia inercial.

13
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La mecdnica analitica es una formulacién matematica abstracta sobre la mecanica; permite desligarse
de esos sistemas de referencia privilegiados y tener conceptos mas generales al momento de describir
un movimiento con el uso del célculo de variaciones. Sus métodos son poderosos y trascienden de la
mecénica a otros campos de la fisica. Se puede encontrar el germen de la mecénica analitica en la obra
de Leibniz, quien propone que para solucionar problemas en mecanica, magnitudes escalares (menos
oscuras segun Leibniz que la fuerza y el momento de Newton), como energia cinética y el trabajo, son
suficientes y menos oscuras que las cantidades vectoriales, como la fuerza y el momento, propuestos por
Newton. Existen dos formulaciones equivalentes: la llamada mecdnica lagrangiana es una reformulacion
de la mecénica realizada por Joseph Louis Lagrange que se basa en la ahora llamada ecuacion de Euler-
Lagrange (ecuaciones diferenciales de segundo orden) y el principio de minima accion; la otra, llamada
mecdnica hamiltoniana, es una reformulacién mas tedrica basada en una funcional llamada hamiltoniano
realizada por William Hamilton. Las mecanicas hamiltoniana y lagrangiana son ejemplos de mecanicas

analiticas, donde las magnitudes se relacionan entre si por ecuaciones diferenciales parciales.’

Establecer las fuerzas reales que actian en un problema puede llegar a ser bastante complicado, sobre
todo si existen ligaduras que limitan el rango de una o varias variables. Ademaés, las ecuaciones de
Newton cambian de forma y no son invariables ante transformaciones de coordenadas (rotaciones, tras-
laciones, ...) Las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana se crearon para resolver estas dificultades

y proporcionar un aparato mateméatico mas poderoso con el que enfrentarse a los problemas mecénicos.

.QUE ES EL PRINCIPIO DE MINIMA ACCION?

No te preocupes, si contintias leyendo te dards cuenta que estds obedeciendo a uno de los principios
méas importantes en la fisica: el principio de minima accién. Los fisicos somos personas muy curiosas
a las que nos gusta observar y analizar la naturaleza. Entre otras cosas, queremos comprender los
fen6bmenos que suceden a nuestro alrededor y para ello empleamos un lenguaje especial y abstracto
llamado matemaéticas.

FORMULACION DE LAS LEYES DE NEWTON.

Para entender el movimiento de los cuerpos usamos la mecanica, es decir, la rama de la fisica que se
encarga de estudiar a los objetos en reposo o en movimiento. Con ella, una vez que se conoce la posicién
inicial, la velocidad inicial y las fuerzas que acttian sobre dichos objetos, tenemos el conocimiento
completo de como se moveran en el espacio. Decimos entonces que se conoce la dinamica del sistema y

sabemos en donde estard y coémo se movera el objeto en todo momento.

Esta formulacién se la debemos al fisico, matemaético, filosofo, tedlogo y alquimista inglés Isaac Newton
(1642-1727), quien fue capaz de demostrar que las leyes que gobiernan la caida de las manzanas en la

tierra, son las mismas que originan el movimiento de los planetas: ‘La misma fuerza que obliga a los

1Fuente: wikipedia.
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planetas a describir orbitas elipticas alrededor del Sol es la responsable de que en la Tierra caigan las
manzanas’. “Asi en la Tierra como en el cielo”.

Podemos enunciar las tres leyes que rigen el comportamiento mecéanico de los cuerpos (leyes de Newton)

de la siguiente forma:

1. Ley de la inercia: Todo cuerpo en reposo o en movimiento a lo largo de una linea recta con velocidad

constante permanecera en el mismo estado fisico, a menos que se le apliquen fuerzas externas.

2. Ley de las fuerzas: La aceleracién que actiia sobre un cuerpo estd dada por la suma de las fuerzas

que acttian sobre él, es decir, fuerza es igual a masa por aceleracion.

3. Ley de accion-reaccion: Cuando aplicamos una fuerza sobre un objeto aparece una fuerza de reaccién

con la misma intensidad pero en sentido contrario.

Todo lo anterior se denomina analisis vectorial de la naturaleza, ya que todas las variables con las
que trabajamos estan dadas por medio de vectores. Estos son objetos matemaéticos que se usan para
representar la posicion, la velocidad y la aceleraciéon que tienen los cuerpos por medio de una cantidad

que posee una magnitud (un nimero), una direcciéon y un sentido.

Aun cuando el analisis mediante vectores es completo y permite predecir la evolucion de los sistemas
fisicos, en muchas ocasiones es dificil encontrar las ecuaciones de movimiento por medio del analisis
vectorial. Lo que es peor, puede suceder que aun cuando sea posible escribir dichas ecuaciones, no
existan soluciones que puedan ser obtenidas haciendo los célculos con lapiz y papel. En este punto es
necesario hacer uso de las computadoras e intentar hallar soluciones de manera aproximada usando

programas de célculo numérico.

Para evitar estos problemas algunos fisicos idearon una nueva forma de estudiar a la naturaleza usando
la ley de la conservacion de la energia, la cual como su nombre indica, nos dice que la energia no se crea

ni se destruye, sino que se transforma.

LA NATURALEZA Y EL GASTO MINIMO DE ENERGIA

Las primeras ideas en cuanto a la forma econémica en que actiia la naturaleza fueron propuestas por el
abogado y matematico francés, Pierre de Fermat en el ano de 1662. Fermat consideraba que los rayos
de luz que viajan de un punto a otro lo hacen por medio del camino por el cual lleva menos tiempo
realizar el recorrido. Anos mas tarde, en 1774 el filésofo, matemético y astronomo francés Pierre Louis

Maupertuis, estipul6é que la naturaleza actia siempre “gastando” la menor cantidad de energfa posible.

Para entender mejor estas ideas vamos a imaginar que se deja caer un objeto desde la azotea de un
edificio: jqué trayectoria crees que seguirad?, jcaera en linea recta o hard una o més curvas en el aire
antes de llegar al suelo? La experiencia nos dice que la primera opcién es la correcta y esto se debe a
que la distancia méas corta entre dos puntos es la linea recta. Esto implica menor tiempo de recorrido y

nos recuerda la idea de Fermat.
Por otro lado: ;te has dado cuenta que cada vez que se forman burbujas son siempre esféricas? ;Por qué

no hay burbujas en forma de cubos o de piramides? Esto se debe a que la figura geométrica de superficie

mas pequena que es capaz de contener un mayor volumen de aire, es la esfera. En éstas podemos ver que
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se esta economizando (por decirlo de algiin modo) en el material de construccion, lo cual nos recuerda

a su vez la idea de Maupertuis.

LEY DE LA CONSERVACION DE LA ENERGIA

Segun la fisica, cuando hablamos de energia nos referimos a la propiedad que poseen todos los objetos
en el universo de producir un trabajo. Otra forma de ver a la energia es mediante sus manifestaciones en
forma de luz, calor, o como en el caso de la mecanica, por medio de lo que llamamos energia cinética y
energia potencial. La energfa cinética existe inicamente cuando los objetos se encuentran en movimiento,

es decir, un objeto en reposo no posee energia cinética.

La energia cinética depende de la velocidad a la que el objeto se estd moviendo de manera que, mientras
maés rapido se mueva, mayor energia cinética posee. Por otro lado, la energia potencial aparece cuando
se somete al objeto a la influencia de una o varias fuerzas. Para entender mejor esto vamos a tomar
como ejemplo la caida de los cuerpos bajo la influencia de la gravedad de la Tierra. Cuando levantamos
un objeto en presencia de la fuerza de la gravedad, éste adquiere energia potencial, al soltarlo comienza
a caer con una velocidad cada vez mayor hasta alcanzar un valor maximo un instante antes de tocar el
suelo. Conforme la velocidad aumenta también aumenta la energia cinética, caso contrario a la energia
potencial, la cual disminuye ya que la altura es cada vez menor. Se dice entonces que la energia potencial
se transforma en energia cinética, y si la suma de ambas energias no cambia en el tiempo se tiene que

la energia mecanica total se conserva.

MECANICA ANALITICA

Como vimos anteriormente, cuando sumamos la energia cinética y la energia potencial, obtenemos la

energia total de un objeto.

Ahora bien: ;qué sucede si tomamos la diferencia?, ;de alguna manera sera algo tutil para explicar el
comportamiento de la naturaleza? Esta interrogante llevo en 1778 al fisico, matematico y astrénomo
franco-italiano Joseph Louis de Lagrange, a reescribir la mecanica de Newton a partir de un objeto
matematico al que llamé Lagrangiano. Este se define como la diferencia entre la energia cinética y la

energia potencial y dio origen a una nueva forma de estudiar a la mecénica llamada mecanica analitica.

Entre sus principales propiedades se tiene la de simplificar las ecuaciones de movimiento, facilita los
calculos y permite obtener de forma directa leyes de conservacion. Ademas, define a una cantidad
llamada accién, la cual puede entenderse como el producto de la energia empleada en llevar a cabo un

proceso por el tiempo que tarda en realizarse.

Vamos a usar de nuevo el ejemplo de la caida libre de un cuerpo para explicar como funciona el principio
de minima accién. Imaginemos un cuerpo que cae, pero nosotros no sabemos de qué forma lo hace. En
principio, existen infinitas trayectorias que el objeto podria seguir en su viaje desde la posicién inicial
hasta el suelo. Lo que si podemos decir es como se comportan la energfa cinética y potencial en cada

una de las trayectorias.

Construyendo el Lagrangiano de cada camino y obteniendo la accién en cada caso, observamos que la
trayectoria que ocurre en el mundo real es la que tiene la accién més pequena de todas. Es decir, lo que
nos dice el principio de minima accién es que siempre la naturaleza actia de forma que su evoluciéon se

presenta a través del camino que minimiza a la accién.
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Aun cuando los ejemplos que hemos visto estan definidos en el contexto de la fisica clasica, es importante
mencionar que el principio de minima accién también es valido en el marco de la fisica moderna, como
es el caso de la relatividad general y de las teorfas clésicas de campo. Desafortunadamente, cuando
nos referimos al estudio de situaciones de la mecanica cuantica, esto ya no es valido, debido a que se
presentan fendémenos que, entre otras cosas ya no cumplen con nuestra idea de un sélo camino permitido.
En este caso es necesario entonces definir herramientas més sofisticadas para llevar a cabo un estudio
similar al que hemos presentado. 2

2‘Lokos por la fisica’. David Correa. https://www.facebook.com/DavidCorreal995/
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Capitulo 1

El principio de D’Alembert

En este tema veremos otro modo de resolver un sencillo problema de estatica
distinto a como se resuelve en mecéanica newtoniana, usaremos el principio
de D’Alembert.

1.1. Principio de D’Alembert o de los Trabajos Virtuales

Principio de D’Alembert para el caso estatico
E E@ .57 = 0 (1.1)
i

Pronto veremos el significado de esta ecuacién. Empecemos analizando un sencillo ejemplo por dos
métodos distintos: usando la conocida mecdnica newtoniana (ejemplo 1) y aplicando el Principio de

D’Alembert o de los Trabajos Virtuales (ejemplo 2).
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Ejemplo 1.1:

Determinar la fuerza de friccion F para que la barra rigida, uniforme y homogénea de masa

M vy longitud L, apoyada en una esquina recta con angulo 6 se encuentre en equilibrio, caso

estdtico.

o >

< o

So—To0oo0 — =

hay friccion

Hemos dibujado la fuerza de friccion, F', hacia la izquierda, significando que se opone al movimiento.

1.1.1. Resolucién por mecinica newtoniana

Las condiciones de equilibrio de la mecanica newtoniana son

— —
SNF =T S M =0 (1.2)

La ultima de estas ecuaciones, para el caso bidimensional, podemos escribirla en modulos, Y. M = 0,
para lo cual tomaremos el siguiente convenio de signos: asignaremos el sentido positivo si la barra tiende a
moverse hacia la izquierda (sentido levdgiro) y negativo si el movimiento es hacia la derecha (dextrdgiro).

Indicamos el sentido positivo con una flecha de giro azul en la figura siguiente.

Dibujamos las fuerzas que acttan:
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— Fuerza peso, Mg, situada en el centro de gravedad de la barra.
— Fuerza de friccién, F', que se opone al movimiento.

— Fuerzas de reacciéon (normales) de las paredes, N7y Na, que hacen que la barra no se hunda.

centro de
momentos
+
&N ‘T'._:
M, L
0 L2
centro de
gravedad )
N,
L/2
Mg
g9 F 5
—
Z?: T = Not Mg+ N+ F=T0
Colocando en la esquina el sistema de referencia,
No—F =0
(N2,0)+(0,—Mg)+(O,N1)+(—F,O) — -
7Mg + N1 = 0
— F =Ny (1.3) ; Ny = Mg (1.4)

M = ? X ? M = r F sina, siendo 7 el vector desde el eje (centro) de momentos al punto de

aplicacion de cada fuerza ? vy « el dngulo que forman 7 y ?

Elegimos, arbitrariamente, el centro de momentos en el punto de aplicacién de ﬁg, punto de contacto

de la barra con la pared vertical.

0

L
ZM:B’ — N, 0 si ~6) — Mgsin(90° ) — L F sinf+ L Ny sin(90° —6) =0

1
Despejando: sin(90° — 0) = cos — Njcosf = ng cos + F'sin 6, dividiendo por cos 6:

1
N, = ng + Ftand (L.5)
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Nuestros datos eran M, Ly 6 y nuestras incognitas Ny, No, F. De las ecuaciones 1.3, 1.4 y 1.5,

obtenemos:

M
— Y (1.6)
2tan 0

1.1.2. Resolucion por el principio de D’Alembert

Desplazamientos virtuales. Principio de D’Alembert

Por desplazamiento virtual infinitesimal de un sistema fisico se entiende una variacién de su configuracién
como resultado de cualquier cambio infinitesimal arbitrario d7; de las coordenadas del sistema compatible
con las fuerzas y ligaduras impuestas al mismo en un instante dado ¢. Es un cambio infinitesimal del
sistema de coordenadas que ocurre mientras el tiempo se mantiene fijo. Se le llama virtual en vez de real
dado que ningin desplazamiento real puede ocurrir sin que el tiempo avance (solo ocurren en nuestra
imaginacién). La condicién de equilibrio es independiente del tiempo real, es como si congelasemos el

tiempo.

En la mecéanica analitica el concepto de desplazamiento virtual solo es significativo cuando se analiza
un sistema fisico sujeto a ligaduras que restringen su movimiento. El desplazamiento virtual dr es un
caso especial de desplazamiento infinitesimal (normalmente denotado por dr) que se refiere a un cambio

infinitesimal en las coordenadas de posicién de un sistema de manera que las ligaduras se satisfacen.

Principio de D’Alembert. ¢

Para que un sistema de puntos materiales esté en equilibrio bajo la accion de un conjunto de fuerzas
aplicadas es necesario y suficiente que sea nula la suma de los trabajos virtuales elementales efec-
tuados por estas fuerzas para cualquier desplazamiento virtual de dicho sistema efectuado a partir

de una posicion de equilibrio.

“Enunciado por Jean Le Rond D’Alembert en 1743, en su obra “Tratado de la dindmica”.

> F; 67 =0 (ec. 1.1)

El trabajo total efectuado por las fuerzas aplicadas es nulo.

La figura muestra una aplicacion sencilla de este
principio a un sistema de una sola particula y una
sola fuerza aplicada, el peso.

El punto B no es un punto de equilibrio, pues en el
desplazamiento virtual indicado en la figura el peso
realiza trabajo. El punto A si es de equilibrio, pues
cualquier desplazamiento virtual es perpendicular

al peso y, por tanto, el peso no realiza trabajo.

‘Fisica General’, Ignacio Vallés, http://igvaori.github.io
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1. EL PRINCIPIO DE D’ALEMBERT Ignacio Vallés Oriola

Las condiciones de equilibrio el principio de D’Alembert (estatico) es

Principio de D’Alembert: equilibrio estatico

> F@ . 67, =0 (ec. 1.1)

ﬁl y ﬁg son fuerzas restrictivas o de ligadura, son las que no realizan trabajo ante un desplazamiento
—
virtual de la barra, son perpendiculares a ellos. Mg y ? son las fuerzas aplicados o externas. Aplicando

el principio de D’Alambert, tendremos:

L L
= (Lcos6,0); Ty = (2 cosf, 251119)

1 O 8?1
oz 27 T 5

— 07

(57"1 =

L L
60 = (—2 sin 6, 2 cos 9) 60

— 075 ..,0 97,
57"2_78[1% + 89

80 = (—Lsin0,0) 80

Ya que la longitud de la barra no varia en un desplazamiento virtual, §L = 0, no seria compatible con

las ligaduras.

Aplicando el principio de D’Alembert, tendremos:

L. L
My -6+ F - 5ra = (0,—Mg) - (—2sin9,2cose> 50+ (—F,0) - (—Lsin0,0) 80 = 0

g 70

#0
MgL M
9% cos0 60 + FLsin® 60 =0 — l4 {—2cosﬂ+Fsin9] 5 =0

0
La barra tiene una determinada longitud no nula (Zl ) v, por hipdtesis, estamos considerando un

#0
desplazamiento virtual no nulo (M ). Despejando, obtenemos el mismo resultado que aplicando la

mecéanica newtonianas:

= (1.7)
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Capitulo 2

Ecuaciones de Fuler-Lagrange

Estudiaremos ahora el Principio de D’Alembert dindmico y deduciremos
las ecuaciones Euler-Lagrange como se hizo historicamente (no usando calcu-

lo variacional).

2.1. Principio de D’Alembert dinAmico

Principio de D’Alembert para el caso dindmico
S (7 - E©)-o7 =0 (21)

7

Recuérdese que 7 =m7 es la cantidad de movimiento y

. d d
7= &(mﬁ) = (m = cte) = M = md es la 2a ley de Newton.

Otra forma de escribir la ecuacién 2.1, considerando la cantidad de movimiento es:

Principio de D’Alembert para el caso dinamico
S (m@ - fiw) 5T = 0 (2.2)

i



Ignacio Vallés Oriola 2.1. Principio de D’Alembert dindmico

En un sistema de particulas, el subindice ¢ hace referencia a cada una de las particulas que componen
el sistema, en el caso de un solido rigido, ¢ hace referencia a ls puntos donde se aplican las fuerzas.

Resolveremos un mismo ejemplo-problema de tres formas distintas: 1 - por Newton, 2 - por D’Alembert

y 3 - con las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Ejemplo 2.1:

Particula que se mueve libremente a lo largo de una barra.

2.1.1. Resoluciéon por Newton

Suponemos que no hay friccion. Las tinicas fuerzas que actian son el peso, ?, y una fuerza de reaccion
de la barra, que se opone al movimiento y es perpendicular a la superficie de contacto, ? Usamos como
sistema de referencia el centrado en la particula que se mueve y cuyo eje x es solidario con la barra sobre

la que se desplaza la particula:
? =(0,7); ? = (mgsinf, —mgcos0)
Aplicando la 2a de Newton:

Z ?1 =md — (0,T)+ (mgsinf, —mgcosf) =md
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a; = gsinf
(mgsinb, T —mgcosf) = m(az,a,) — g
ay, = (T —mgcosf)/m

Como a particula esté obligada a moverse a lo largo del eje x, no hay movimiento en el eje y: a, =0 —

T = mgcosf (2.3) ay = gsinf (2.4)

Calculemos, ahora, el tiempo que tarda nuestra particula en recorrer toda la barra, desde el punto A
hasta el B.

0 1 1
ay = gsinf =cte - MRUA — «x :;(04—;;( t+ iagct2 = igsinﬁt2
De la figura, puesto que 6 es el angulo de un tridngulo rectangulo de cateto opuesto 2 y cateto contiguo
1 (hipotenusa v/5), se tiene que sin = 2/+/5, tomando g ~ 10 ms~2, obtenemos:

1 2 12
r==-10 —=t* = —¢*

2 Vs

Al recorrer la particula toda la longitud de la barra, v/5, obtendremos finalmente que el tiempo empleado

. = 12 2 Eo_ 2
es: 5= \ﬁt — 5 =10t
5

2.1.2. Resolucién por D’Alembert

La tnica fuerza aplicada es el ?, la ? es una fuerza de ligadura (restrictiva), por lo que el principio de

D’Alembert dindmico dice que:

_)
(md@ — B)-0r =0 (2.6)
. . =

Para calcular el desplazamiento virtual ér, vamos
a parametrizar la recta por la que esta obligada a
moverse la particula: y = ab+ b, que pasa por los
puntos A(0,2) y B(1,0).
A(0,2): 2=a-0+b—>b=2

B(1,0): 0=a-142—a=—-2
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La recta buscada es: y = —2x + 2

Tr =
Parametrizacion: 1 ; ge0,]]CR (2.7)
y = —2¢+2

A medida que varia ¢ € [0,1] variara la 7 y la particula se moveré siempre por la barra.

5x:a—x§q:1~5q N

gg - or=(1,-2) dq
oy = ==6g=—2-dq

Iq

Llevando este resultado y sabiendo que ? = (0,—P) a la ecuacion del principio de D’Alembert

dindmico2.6, tenemos:

#0 0
(mag, ma, — (—mg)) - (1,-2) g =0—= m"" (az —2(ay + g)) 55{{ =0, por lo que

[ax = 2ay+9) | (2.8)

Relacion que, de momento, no se asemeja demasiado al resultado obtenido aplicando la mecénica new-

toniana, ec. 2.5.

Vamos a derivar (dos veces) las ecuaciones de la parametrizacion, ec 2.7:

T =q T=q T=q=ay
_> . . % .. .
y=-2q+2 y=—2q §=—24=ay

Sustituyendo en ec. 2.8, tenemos: § = 2(—2G +g) — 5§ = 2g, por lo que, con g ~ 10 ms™2,

=4 (2.9)

Integramos, ahora (dos veces) para encontrar ¢(t)
i) = [qat= [adt=arK

q@:/QM:/W+KMhﬂﬁ+m+C

Impongamos las condiciones iniciales:

t=0: Alzx=0,y=2) = q0)=2(0)=0=2-02+K-0+C —-C=0

£ =0 (particuta se mueve toremente) §(0) = v2(0) =0 — 0=4-0+K — K =0

Luego, q(t) = 2t? y, con ello,
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v=q=2 (2.10)
y = —20+2 = —42+2 '

Ecuaciones cuya solucion es equivalente a la que hemos obtenido al aplicar la mecénica newtoniana.
Como comprobacion, calcularemos el tiempo que tarda la particula en recorrer toda la barra.

Al llegar al suelo, y = 0 = —4t? + 2, despejando:

s (2.11)

Resultado que, evidentemente, coincide con el obtenido con Newton, ec. 2.5.
Parece que esto no sea mas que complicarse absurdamente la existencia, pero en el caso de que hayan
ligaduras, el método de Newton es ardua, en cambio, parametrizando el vector de posicion respecto de

unas variables que llamaremos “variables generalizadas” hara que todo sea mucho més sencillo.

Vamos ahora a introducir las ecuaciones de Euler-Lagrange que nos facilitaran ain mas el célculo y

volveremos a resolver por tercera vez el problema-ejemplo de la particula en la barra.

2.2. Ecuaciones de FEuler-Lagrange

Por sencillez, consideraremos el caso de solo una particula cuya trayectoria se puede parametrizar con

un solo parametro (grado de libertad), g, que recibe n el nombre de coordenadas generalizadas.

Vamos a pasar del principio de D’Alembert dindmico a las ecuaciones de Euler-Lagrange, partimos de:

Z( ?i_ﬁga)) 5—7“: =0

7

. % . %
De otro modo: (?f?)ﬁr:O%?ﬁr:?ﬁr
El vector de posicion dependeré del parametro q y, tal vez, del tiempo t: T = 7((], t).
Obviamente, la parametrizacion ha de satisfacer las condiciones de ligadura:

» . ) r = Rcosq r=q
Circunferencia radio R: ; Nuestra barra: ; etc.
y = Rsing y=-2q+2
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Como ?zm'ﬁygz({qu, m - —5 —? —(5q

Por definicién, llamamos fuerza generalizada, Q, a la expresion siguiente cuyo sentido encontraremos

mas adelante:

= =Q (2.12)

Con lo que, de momento, el principio de D’Alembert dindmico nos queda como:

m -

j = @ dq (2.13)

Analicemos la primera parte de esta ecuacion, m - , para m = cte,

g

o7
dq

Desarrollemos la expresion: 4 [m7 . 8?} = 4 (m) - @ +m7 - % (8?)

dt dq | dt dq dq
. d or  d o7 d (o7
Despejando: &(mﬁ) "o T @ [m? . 6(1} —m7 - T (6(]) (2.14)

. d o7 dqg 07
Inciso 1: como U = &7((],15) = 87q T + e

Ejemplo: 2 = ¢ +sint — v = 2q3; 1q + cost = 2qq + cost

Es como la regla de la cadena: % = (q ) + 5 (smf) = 2qq + cost

Teniendo en cuenta lo visto en el inciso 1,

17 o7 v
7 =0 = - 2.15
T a1 e (2.15)

. .o o (07 \ 0 (07
Derivando respecto de ¢: a—q = qu 8—(](] +87q ot

Aplicamos el teorema de Schwarz para funciones continuas con derivadas continuas: ‘se puede cambiar

el orden de derivacién’:
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0
oY o (07 . o (0T .
9 (’9(](8(1 q>+8t/<7dq'z)/ , yaque 7 =T (q,t) =% T(q)

0 1
Ao, O 0 (a? > % ., 07 of o7
Lpues, —— = o~ | 5 = 5 Ry T
P o4 91\ 0g 9¢) "7 04 pi g

Donde hemos tenido en cuenta la derivada del producto y que como

v o7 7
P =T o =0T @2 )

Destacamos este tltimo resultado: @ = @ (2.16)
94 dq '
. 0A dB 0A
Inciso 2:  como: T A = 9B dt + o
dB 94 dA o7 d (97
1 irti 1 R A = _— — _— A = — B = —_ —_— =
invirtiendo el orden " 9B + a Y tomando oq’ T ( 0q )

dg 0 (07N 0 (07N _ . 0 (97 0 (07
at ‘ag\aqg ) "at\ag) "V ag\ag ) " g \ ot
donde hemos aplicado al ultimo término el teorema de Schwarz.

Teniendo en cuenta la derivada de la suma y que ¢ # ¢(q),

d (a?) 0 <_a7>> 0 (a?) 0 {q aaj+aaﬂaﬁ

at \og) " aa\"aq) " aq \or ) T g =9

En la ultima igualdad hemos tenido en cuenta la ecuacion 2.15

Destacamos, también, este dltimo resultado: d (‘97) _ @

dt \ 9q dq

4 (2.17)

Volviendo, con estos resultados ( ec. 2.16 y ec. 2.17 ), a la ecuacion 2.14, en que analizdbamos un
trozo del primer miembro de la aplicacion del principio de D’Alembert dindmico para una coordenada

generalizada y una fuerza generalizada, tenemos:

d 7.87:d{ jw]_m o

T (m7) 90 m 3 w Ya lo tenemos casi. (2.18)

Inciso 3. Truco: derivada del producto.

2(6-17)*@-174—1?
" da

<L
I
[N}
<L
<L

Qa‘Qv
S
QﬂQv
S
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v 10 10 10
deci - O 10 o o 1O o oy_ 9 2
es decir, ¥- o = 5o~ (V- D) 2&L(M |0] cos 0°) 59g "
ov 10 10
multiplicando por m m - 8—2 =m3 %’UZ = (m=cte) = 2%a (%02)
. . . L0 9 (1
Aplicando el resultado del inciso 3 al caso a =¢ — mv- — = — [ =mw
aq  0q \ 2

Aplicando el resultado del inciso 3 al caso a =q — miv - — =

Incorporando estos resultados a la ec. 2.18, tenemos:

Loy 2L (O (L ) O (L,
a" g T ar \ag \ 2" ag \ 2"

Llamando T', energia cinética a T = > muv? |
&y 7 _ A OT] 0T
dt dqg  dt | 9g dq

Volviendo al principio, ec 2.13, principio de D’Alembert dindmico con una coordenada generalizada y

una fuerza generalizada,

d /0T orT
Lit <8q>_3q} 0g = Qdq. Como dq+#0,

d <6T> or 7 or (2.19)

ai\ag) “ag 97 "o

Ecuacion valida para una particula con un sélo grado de libertad, q (una sola coordenada generalizada).
Es valida para cualquier fuerza aplicada (atin de friccion), no solo para fuerzas conservativas aunque
sean estas las més interesantes desde el punto de vista de la fisica teodrica, por ello, veamos el caso de

que la fuerza aplicada sea conservativa.

2.2.1. Ecuaciones de Fuler-Lagrange para el caso conservativo

Es sabido que en un caso conservativo?!, ? X ? = ﬁ — ? = f?v, la fuerza proviene de un potencial
oV oV oV
esabar V7.0, F = (50505

1 Aclaracion al final del capitulo.
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or oV 8z 9V dy OV 9z ov
7.9 _
Ox dq’ Oy Oq’ 0z dq

= = ———, por la regla de la cadena.
dq

dq

Porello. 3 [9L| _0T _ oV dfoT| (0T OV _
T dt | 9q dq  0Oq dt | Oq dqg Oq)
. d [or 0 B = ) o
Es decir, e {Bq} - a—q(T —V)=0,como V =V(7,t) =V(q,t) # V(q), tendremos que 9 0y

=0

. d [o(T-V) or—-V)
podremos escribir: 1 { 24 ] 94

Se define el lagrangiano como L =T — V| con lo que las ecuaciones de Euler-Lagrange para
fuerzas conservativas es:

d [OL oL
—|=|-==0 (2.20)
dt | g dq

2.2.2. Extension de las ecuaciones de Fuler-Lagrange para el caso de N
particulas y n grados de libertad (ligaduras)

miv? ; V= E Vi. Tendremos n ecuaciones del tipo:

DN =

N
-y
i=1

Ecuaciones Euler-Lagrange, caso conservativo
d [0L oL
Bl e I PU R T 2.21

En el caso general de fuerzas no conservativas,

Ecuaciones Euler-Lagrange, caso general

N

d [OL oL o
&{a_qj _ o = SF -2 j=12n (2.22)
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Observaciones

= El movimiento del sistema lo determina una funcion escalar, el lagrangiano en vez de can-

tidades vectoriales como en mecanica newtoniana.

= Existe una ecuacion para cada grado de libertad: la eleccién de las coordenadas generalizadas

libres conduce directamente al nimero de ecuaciones del movimiento.

= En las ecuaciones de Euler-Lagrange intervienen solo las fuerzas activas, no son tenidas en

cuenta las que no realizan trabajos virtuales (T, N, ... ) que si lo son en mecénica newtoniana.

= Las ecuaciones de movimiento que se obtienen son ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Las constantes de integracion las determinarén las condiciones iniciales.

Los campos vectoriales conservativos derivan de un potencial escalar

En una determinada regién del espacio existe un campo de fuerza cuando por el hecho de situar en cualquier parte de
esta regién un cuerpo, instantdineamente aparece sometido a una fuerza.

En ‘teoria clasica de campos’ la interaccion entre cuerpos del universo es instantdnea. La ‘teoria relativista de campos’
no permite la interacciéon instantanea, ninguna interaccion se propaga a velocidad superior a la de la luz en el vacio, c.
Llamamos magnitud activa de campo, M, a la propiedad que tienen los cuerpos al interaccionar con los campos: m en la

interaccién gravitatoria, g en la eléctrica, .... Si E es la intensidad del campo en cuestion, F=ME.

Campos conservativos.

Un campo es conservativo si el trabajo realizado
por las fuerzas del campo para desplazar la magni-
tud activa M del campo desde una posicién A hasta

una posicion B es independiete del camino recorri-

do, depende solamente de las posiciones inicial y
final.

Campo conservativo: W depende solo de A y B.

Un caso particular de campo conservativo muy im-
portante es el campo central: cuando se deposita
\ / una magnitud activa en el campo aparecen sobre
S

ella las fuerzas del campo que estan dirigidas ha-

centro de cia el centro de fuerzas y suelen ser inversamente
—_— @ . 2 2
fuerzas ~+— proporcionales al cuadrado de la distancia de la po-
/ \ sicién que ocupa la magnitud activa al el centro de
/‘ \ fuerzas.

Campo central.

Un campo de fuerzas central es necesariamente conservativo. Al ser central solo depende de la posicion

del centro de fuerzas y varia con la distancia (no necesariamente como 1/r?), veamos que es conservativo:
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es un vector

313

Sea M, la magnitud activa del campo central E, F = M E = M i@, ¢(r), donde @, =
unitario que apunta al centro de fuerzas desde la posicion que ocupe la magnitud activa y ¢(r) es la

forma en que varia E con la distancia al centro de fuerzas.

Calculemos el trabajo necesario para desplazar la magnitud activa M bajo la accién del campo central
E desde un punto A hasta otro B.

W_/ABzdF_/ABMgp(r)ﬁr.dr_/ABMgp(r)
(4)

(xx) @(r)

313

~dr_(*)/ABM<p(T)7/7/dT—/ABMap(r)dr—

—3(B) -
A

(x) 7-drf=rdrcos0’=rdr

(xx) A p(r) depende solo de r y su primitiva sera de la forma ®(r)

Luego “todo campo central es conservativo” ya que el W depende solo de las posiciones inicial A y final
B y no del camino seguido. O

Energia Potencial. Concepto de gradiente

Definicién de energia potencial: El trabajo que realiza un campo de fuerza conservativo al desplazar un
cuerpo desde un punto A hasta un punto B es igual a la diferencia de energias potenciales existentes en
los puntos A y B.
B .
Wi = / F.dr=&,(A) — &E(B) (F' conservativa) (2.23)
A

Esto que llamamos energia potencial £, es una funcién escalar caracteristica del campo conservativo.

Otra definicion de ‘campo conservativo’:

En un campo conservativo, el trabajo a lo largo de -1 B
una trayectoria cerrada es cero. :
Wasa=Wasp+Wpsa=E(A) —E(B) + E(B) —&(A) =0

Campo conservativo: ¢ F.dFr=0

¢ representa a la integral curvilinea cerrada.

B B
/ F.dF = £ (A) — &(B) = —/ dé&, (2.24)
A A
dr = dl, en la direccién de movimiento P
F.d7 = Fdl cosf = —dE, I
dé, . | d¢& [
FcosH:—d—lp — uchosﬁz—urd—lp 4%!.”_”-(3” de
dl movimiento

F cosf es la componente de la fuerza en la direccién del movimiento, por ello, si conocemos &, (z,y, 2),
podemos conocer la componente de ? en cualquier direccion a partir de la cantidad —d&,/dl. Esto es
lo que se llama derivada direccional de &,. Cuando un vector es tal que su componente en una direccién
determinada es igual a la derivada direccional de una funcion escalar en esa direccién, al vector se le

llama gradiente de la funcion escalar: F = —grad (£,)
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Cuando estamos interesados en las componentes rectangulares de ?, la expresion F cos@ es Fy, F, y F.

y el desplazamiento dl sera dz, dy, y dz, de modo que:

—PF, 47 F + R F. _ %% o _ 95 o 05
F=iR+jR+EF; F=-3% F=-3% R=-"1
F= N P 8y+ 0z
= -0 -0 - 0

Si llamamos ‘gradiente’ al operador nabla: V = i 9 —&—f 9 +k 9
ox y 0z

F=_%e, (2.26)

La energia potencial es caracteristica de los campos conservativos. En campos no conservativos no tiene

sentido hablar de energia potencial.

OF, _ 8% _ 8% _ 9K ., OF O0F, _

oy ~  Oydr oxdy ~ Ox dy or

Esto se cumple, por analogia, para las tres componentes:

OF., OF, - OF, OF: - O0F, OF, =
Oy g_OH“ Ox 0z =075 Ox Oy =0k

Y estas son las 3 condiciones que permiten definir matematicamente a un campo conservativo: Un campo
=

F' es conservativo sus componentes satisfacen simultdineamente las tres ecuaciones anteriores.

Si lo escribimos vectorialmente:
OF, _ @ T4 OF, _ OF, 7 % _ OF, i
Oy 0z ox 9z )7 Ox Oy ’

que podemos escribir como:

=0— ? x F = 0, si hacemos uso del operador nabla.

EEN
@)1'_1 %"O; .y
T Qo =

Cuando el operador nabla actiia como producto vectorial sobre un vector se le llama rotacional.

F' es conservativo <> ? xF=0

Un campo de fuerzas es conservativo si su rotacional es cero en todos los puntos.

ik
Por ejemplo, el campo F = 3zi + 5}+ Tk — ? x F = 5—’1 % (% = 0 y el campo es conservativo.
3z 5 7

Teorema de Stookes: Un campo es conservativo si el trabajo para desplazar la masa activa de un punto

A a otro B es independiente del camino elegido.

F conservativo <> ? XxXF=0 < %ﬁ -dr=20 (2.27)

— La integral de curvilinea cerrada de F escalarmente por df es cero.
— El rotacional del campo de fuerzas F es cero en todos los puntos del campo.

Al ser F = —?Sp = —?(Ep + Cte), pues (Cte)’ = 0, tenemos que la energia potencial es un valor
funcional definida salvo una constante arbitraria (origen de energia potencial). Esa constante no influye
en los célculos pues, al calcular la fuerza la constante desparecen al derivar y al calcular el trabajo,
diferencia de energias potenciales, la constante desaparece al restar. Es usual, para campos eléctricos y
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gravitatorios, escoger esa constante de modo que se anule para puntos alejados de la particula que crea

en campo (£, — 0 cuando r — o).

Tanto la energia cinética como la potencial dependen del sistema de referencia elegido.

En el ejemplo anterior, F =3zi+ 5}+ 7k = fegp, es facil obtener que el funcional energia potencial es
&p = 3% + 5y 4+ 75 + K, con K la constante arbitraria.
Ep(2,-3,1) = 6 — 15+ 7 = —2, si deseamos que el origen de potencial este en el punto (2,—3,1),

definiremos la energia potencial como: E, = 3% + 5y + 75 — 2.

Significado fisico-matematico del gradiente

___lineade fuerza

&

Supongamos una region del campo en que

Ep(z,y,z) = cte, mateméticamente esto es una su-

Super ficie
perficie.

quipotencial

Ep(2,y,2) = cle = —VE, =0 = F . dF = (FI ?sp) 1 a7

El vector F o el vector gradiente es perpendicular a la superficie equipotencial.

Sea @r un vector unitario en la direcciéon en que
actia la fuerza sobre la magnitud activa. Como
= _ o d&p dép

F =g F = —ur % paraque F >0, 3% <O0.
La fuerza esté orientada em el sentido de potencia-

les decrecientes: &, < £, — d&, <0

El vector fuerza (y el vector gradiente de energia
potencial) es perpendicular a las superficies equi-
potenciales en cada punto y estd orientado hacia

los potenciales decrecientes.

‘Fisica General’, Ignacio Vallés, http://igvaori.github.es
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Capitulo 3

Ejemplo Fuler-Lagrange

Vamos a ver la aplicacion de las ecuaciones de Fuler-Lagrange a un ejem-

plo de un sistema fisico sin rozamiento, para encontrar las ecuaciones del

movimiento.

Ecuaciones Euler-Lagrange
d {E)L} oL

— | = = =90; i=12,--- 1

3.1. Ejemplo Fuler-Lagrange

Ejemplo 3.1:

Una particula de masa M se mueve libremente sin rozamiento sobre el eje horizontal X. De ella
cuelga una segunda particula de masa m suspendida de una barra rigida de masa despreciable y
longitud b a la que se la separa un dngulo 6 de la vertical y se la deja oscilar libremente (también
sin rozamiento).

Encontrar las ecuaciones del movimiento.
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Yy A
M 1
origen de x
potenciales

Buscamos las coordenadas generalizadas que, una vez fijadas, determinaran la configuracion del sistema:

x y 0. Estas variables proporcionaran las ecuaciones del mevimiento del sistema M, m, b.
x y 6 son nuestras ¢; y g2, pero vamos a mantener la notaciéon x, 6 por sencillez.
Las posiciones de las particulas viene dadas por:
- .
7y = (x,0) ; To=T1+ b =71+ (bsin, —bcosh)
Calculemos la energia cinética:
Lo o

.02
;U1 + —moj

T=T1+T1,= 5

N =

Ti= 71=(0) — B¥=71 7= (30)(&0) =i’

Vo= To= 71+ ?:(i‘,O)—i—b(cosHé,sinH9):Z+§—>

— v%:72~72:A2+2AB+BQ=i2+2b9i0059+b2 92

T= %M:'cQ-l-%m(i2+2béic050+b292) :% (M + m) &2 + % m b2 602+ mbbicosb
Calculemos, ahora la energia potencial:

V =V + Vi =0+ mg(—bcosf) = —b m gcos 0

Podemos formar ya el lagrangiano del sistemas:
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3. EJEMPLO FULER-LAGRANGE Ignacio Vallés Oriola

L=T—V=% (M—{—m)a’cz—l—%mb2 92+mbé:bc080+mgbcose (3.2)

Tenemos una ecuacién de Euler-Lagrange para cada una de las dos coordenadas generalizadas del sis-

tema: x y 0

) A
d{aL] oL dt | 0% oz
dt [ 0q; dq; ECLL_"LL_O
dt | 9 20
3.1.1. Ecuaciéon de movimiento para x
afor) o
dt | 0% or

1 . . .
4 [aL] _ 4 [(M—&—m)Zﬁc—i—mbHcosH} =(M+4m) & +mb[fcosh — 6 sinb)

= (M+m)i+mb[fcosd —6%sinh] =0

OL
En esta ocasion, L = L(q§) # L(q) — tenemos coordenadas ciclicas y ocurre que e 0 por lo que las
x

d (0L oL
ecuaciones de Euler-Lagrange se reducen a ! (5)) =0, lo que asegura que 50 = cte. A lo largo del
q q

Curso veremos que esto tiene que ver con ZG:I/(ZS de conservacion.

Luego, la ecuacion de movimiento para la variable x es:

(M—i—m)dz—i—mbécos@ = cte = K (3.3)

3.1.2. Ecuacién de movimiento para 6
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dafor] oL _
dt | 90 00
d 97 . 2 79 . LA
T mb“0 + mbicos@| =m b* 0 +m b (& cosf — & Osinb)
13 )
Z—G:fmbé)i’sin@fmgbsinﬁ
:Smb2f9.+mb(jécos97if9's’1ﬁ):f/m,bé.‘i/sm/ﬁfmgbsinﬁ
b0 + prbi cos = —prgbsin 0
|
0+gi0089:7%sin9
.. E g .
= 60 = —— cosf® — = sinf
b b
La ecuacién de movimiento para la variable @ es:
6 = -2 coso —  sing (3.4)
b b

3.1.3. Ecuaciones de movimiento

Ecuaciones del movimiento

(M—i—m)a':—l—mbécos@ = K
(3.5)

.. T g
0 = _3 cosf — = sinf

Resolver este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas solo puede hacerse numéricamente (con

Mathlab, por ejemplo).
Para ello, determinemos antes la constante K imponiendo condiciones iniciales: t =0 — & = 0; 6 = 0.
Con esto, (M +m)0+mb0cos§d =K — K =0

En la siguiente figura se observan diferentes imagenes del movimiento recreado con Mathlab, se observa

que mientras la masa m oscila, también se desplaza en el eje X en sentido contrario a como lo hace M.
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Particula libre

Q=742 =Y
tv m 1
T = sm(@ + )
V = —mgy
L 1
L = om(&® +¢?) — mgy
T
OL Lo g S[L]_d o
o 2T g |es] T atMmM T
L
8—:O = E-L: m&=0
ox
OL 1m2._m d [OL _d[m.]_..
gy 2" YT g ey | T @™ TY
OL
—=-mg = FE-L: my=-—mg
dy

Las ecuaciones del movimiento son (MRUA, tiro parabolico):
in =0 — x(t) = T + Vgt

i 1,
j=-q — y(t) = yo + vyt — 59t

Péndulo simple

Posicién: z =1sinf; y = —lcosf

Velocidad: & = lfcos; 3 =10sin0

0 Solo 1 coordenada generalizada: 6

Energia cinética:
1 1 :
T = 57’)’1(132 T y2) = 5771[202

m
et S Energia potencial:
S~ __r::_/::_ . _AV_'U_ V = mgAy = mgl(1 — cos0)

45



Ignacio Vallés Oriola 3.1. Ejemplo Fuler-Lagrange

1 .
Lagrangiano: L=T -V = §m1202 —mgl(1 — cosb)
Ecuaciones de Euler-Lagrange:

8—1./ = ml?6; % <Z—§> = mlb; g—g = —mglsinf

I, .
i(a >_£:0 N 0=—gsin0=—w3sin0

dt \ 96 ) oq
Hemos llamado w = \/%
Para pequenas oscilaciones, sin 6 ~ 6, tenemos 0= —wSB, integrando, 8(t) = A sin(wot + ),

siendo A = 0,4, la amplitud y ¢ el 4ngulo de fase; wy es la frecuencia.

Maquina de Atwood

La polea se supone sin masa ni rozamiento y la

cuerda rigida y sin masa. Solo hay una coorde-

/—\ nada independiente, , dada la posicién de una

T B 1} masa, la otra queda determinada al saber que

U la longitud total de la cuerda que las une vale
@

l.

1 9
T = (M + Ma)i
l—x 2

V = —Migz — Mag(l — x)

L=T-V =
Myl ¥ = §(M1 + M3)@* + Mygz + Mag(l — =)

oL d [OL
— = (M, + Ms)i — | == | = (My + M)
% (M + My)i - [&J (M + M)z
oL .
% = (M1 = Mg)g = (Ml + Mz) — (M1 = M2) g
. . . My — M
La ecuacién del movimiento es: P = —9g
M, + M,

En las ecuaciones de Euler-Lagrange no aparecen las fuerzas de ligadura, motivo por el que no

ha. aparecido para nada la tension de la cuerda, habria que hallarla por otro método (Newton).
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Capitulo 4

Ejemplo Fuler-Lagrange con Friccion

En esta ocasiéon, vamos a ver la aplicaciéon de las ecuaciones de Fuler-
Lagrange a un ejemplo de un sistema fisico con rozamiento (proporcional

a la velocidad), para encontrar las ecuaciones del movimiento.

4.1. Ecuaciones de Fuler-Lagrange con fricciéon

Vimos, en capitulo 2, las ecuaciones de Euler-Lagrange,

4
dt

(

or
94

oT

L _ 57

dq

or
dq

(2.19)

Si consideramos que, ademas de fuerzas conservativas también va a haber friccion, F = FCons 4 pFric

en () habra dos términos:

— el correspondiente a las fuerzas conservativas, al provenir del gradiente de un potencial V escalar

pasa a la izquierda y, junto con la energia cinética T forman el lagrangiano L de las ecuaciones de

Euler-Lagrange para el caso conservativo

d
dt

|

8L} oL

9] g

(2.20)

— el término de las fuerzas de friccion se queda en el miembro de la derecha y las ecuaciones de

Euler-Lagrange ante fuerzas conservativas y de fricciéon toman el siguiente aspecto:
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Ecuaciones de Euler-Lagrange ante fuerzas conservativas y de friccion

d [OL oL : N AT
@i |55) ~ 5g = e = LM (1.0
dt [ 8¢ dq ’ = 9q; |

4.1.1. Ejemplo FEuler-Lagrange con fricciéon - 1

Ejemplo 4.1:

Una particula de masa M se encuentra en reposo en un punto sobre el eje X (basta con suponer
M = ). De ella cuelga una segunda particula de masa m suspendida de una barra rigida de
masa despreciable y longitud b a la que se la separa un dngulo 6 de la vertical y se la deja oscilar

libremente, pero se encuentra sometida a una fuerza de rozamiento F' proporcional a la velocidad.

Encontrar las ecuaciones del movimiento.

El ejemplo es el mismo que en el tema anterior (secciéon 3.1), por lo que el lagangiano sera el mismo,
pero teniendo en cuenta que la particula de masa M permanece en reposo, & = 0, particularizando ese
resultado:

0 0

1 1 . .
L=T-V=— @2 +§mb292+m +m g bcosd (3.2)

1 .
L:T—V:E'mbzez—l—mgbcosO (4.2)
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La fuerza de friccion (opuesta al movimiento) a la que se encuentra sometida m es proporcional a la

velocidad a la que ésta se mueve: ? =—k 7, es lo tipico en el caso de movimiento es el seno de fluidos.

Calculamos la fuerza de friccion generalizada, QY. Ahora solo tenemos una coordenada generalizada, 6.

b)
Fo_ -« —
Q =T 80

Usando resultados que ya obtuvimos en el tema 3, en la secciéon 3.1, el vector de posicion de las particula

m es:

T =Ty=T7) +? = (z,0) + (bsin®, —bcos ) = (x + bsinf, —bcos h)

Derivando, = b(cos 0, sin )

or
o6
Por lo que, QF = —K7 - b(cos#,sinf)

47 : : .
Veamos quién es v, v = i (bcosO 0,bsinf 6) =b 0 (cosd,sinb)
Luego: F— _kb0-b(cosf,sinf) = —k b2 0

Llevando este resultado a las ecuaciones de Euler-Lagrange con friccion, ec 4.1, y teniendo en cuenta

cual es nuestro lagrangiano (ec. 4.2),

d [0L ! 24 9

= mb>l + mghbsing = —kbv*0
oL .
@——mgbsme

Pasando todo a la izquierda y dividiendo por mb?,

é+%9+%sin0:0 (4.3)

Ecuaciones del movimiento. La dificultad para la resolucion de esta ecuacion diferencial estriba en la pre-
sencia del sin @, pero podemos utilizar la aproximacion tipica de angulos pequenos, 8 << 1 — sinf = 6.

Con esto,

que es una EDO 2° orden lineal con coeficientes constantes homogénea, se puede resolver analiticamente.

El resultado, ya conocido, es una oscilaciéon que se va amortiguando con el tiempo.*

1ver al final del capitulo
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4.1.2. Ejemplo Fuler-Lagrange con fricciéon - 2

Supongamos ahora que M también se puede mover y que también esta sometida a una fuerza de friccion.

Ejemplo 4.2:

Una particula de masa M se mueve con roza- y
miento (proporcional a la velocidad) sobre el
eje horizontal X. De ella cuelga una segunda
particula de masa m suspendida de una barra
rigida de masa despreciable y longitud b a la
que se la separa un angulo 6 de la vertical y

. . ., , . origen de
se la deja oscilar pero también esté sometida a potenciales

un rozamiento proporcional a la velocidad con

sjque se mueve.

Encontrar las ecuaciones del movimiento.

Recuperamos los resultados obtenidos en el ejemplo del tema 3, en la seccion 3.1, que siguen siendo

validos:
1 o, 1 2 )2 )
L:T—V:Q(M%—m)x +§mb 0°+mb0 icosd+m gbcosd
71 = (2,0) ) T =(,0)
Ty = (x4 bsin6, —bcosd 7 Uy = (i 4 bl cos 0, b sin 0)

Calculemos, para mas tarde, las siguientes derivadas:

a0
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01’4 . Ors _

a(E = (130)7 ax - (1,0)

- o7

g5 = (00 g = (beosf,bsing))

Ahora, al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange al caso en que haya friccion (ec. 4.1), el miembro de
la izquierda es el mismo que en el ejemplo de la seccién 3.1 del tema 3 y, en el miembro de la derecha,
tenemos que calcular las fuerzas generalizadas Qf debidas a las fuerzas de friccién F; que actiia sobre

la particula de masa M y F5 sobre m:
?1 = —k 71; ?2 = —ks 72

Como hay dos coordenadas generalizadas, ¢ = & y g2 = 6, tendremos dos fuerzas generalizadas asocia-
das, Qz y Qo

2
o7, o7 072
= Qg : Q. = ?z 12?1' +?2‘
; ox or Ox

Qw = —]ﬁ?l . (1,0) — kQ?Q(l,O) = —(k'171 + k272) : (170) =

Qu = —[k1(i,0) + ko(& + b0 cos 0, b0 sin 0)] - (1,0) = —ky & — ko (& + b6 cos 6)

Qs = —(ki+ko) @ — ko bfcosh (4.5)
2
= Qo : Qe—Z?i'aazi—?yaazl—F?ra;Q

i=1
Qo = —ky B10,0) — ko0 - b(cos 0, sin 0)
Qo = —ka(z + b cos 0, bl sin 0) - b(cos b, sin 9)

Qo = —kobli cos 0 4 bf cos® O + bl sin? ] = —kob[i: + b

Qo = —kobi cos® —ky b* 0 (4.6)

Recuperando la parte conservativa de las ecuaciones de. movimiento encontradas en el ejemplo de la

seccion 3.1 del tema 3 para la coordenada generalizada x :

(M +m) &4 m blficosf — 62sinf] (= 0 antes, ahora) = Q,, luego

(M+m)&E+mb[lcosd —6%sinf] = —(ki+ks)d — ko b6bcosb (4.7)

Procediendo del mismo modo para 6

mb? 6 4+ mbi cosd + m gbsind (= 0 antes, ahora) = Qg
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mb260 + m bi cosf + m gbsind = —ky ba cosO — ks b2 0 (4.8)
Resumiendo,
(M+m)iE+mb[Ocosd —6%2sin@] = —(ky+ks)d — ka b6Ocosd
(4.9)
m b2 6 + m bi cos@ + m gbsind = —ky; b cos9—k2b2é

La resoluciéon de etas ecuaciones requiere de una simulacién numérica.

Oscilaciones amortiguadas

En la naturaleza, los movimientos oscilatorios no existen. Van perdiendo amplitud paulatinamente hasta

que se detienen debido a las fuerzas de rozamiento.

Resolvamos la ecuacion diferencial de segundo orden lineal y homogénea obtenida en la secciéon 9.1.2, ec.
4.3:

mb + kO + k6 = 0

&) -@)]"

b ) : . k . .
Llamamos v = o coeficiente de amortiguamiento y w? = —, que en el caso del oscilador armonico es
m m

La ecuacién caracteristica asociada a esta EDO es:

—k +\/k? — 4mg i:l:

2m 2m

la frecuencia angular.
Las soluciones de la ecuacion caracteristica son, ahora, p = —vy £ /72 — w?
Vamos a estudiar tres casos:

=y <w (raices p imaginarias - infraamortiguado)

(’yz—wz)l/z:i(wz—’yz)l/z::tiun —p=—7+ tw;

La soluciéon general es estos casos es: 6 = r—0:

_ o = Acosn
Ae " cos(wit + ) ==

Ae 7" es la amplitud instantanea. Se trata del

tipo de movimiento del péndulo simple.

=y >w (raices p reales y distintas - sobreamortiguado)
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pr=—7+P - =—y; pp=—y-(P - P=—p

La solucién mas general es: § = Ae~ 7" 4+ Be™ 72!

Exponenciales decrecientes; en este caso, la am-

plitud decae mas rapidamente que en el anterior.

Es el caso de un péndulo muy ligero oscilando

sumergido en agua.

"y =w (p es una raiz real doble - amortiguamiento critico)

p=—y—0=(A+ Bt)e "

El amortiguamiento critico proporciona la forma
més rapida de aproximar a cero la amplitud de un
oscilador amortiguado. Con menor amortiguamien-
to (subamortiguacién) alcanza el cero mas rapida-
mente, pero oscila alrededor de él. Con mas amor-
tiguamiento (sobreamortiguacion), el acercamiento
a cero es mas lento. La amortiguacién critica, ocu-
rre cuando el coeficiente de amortiguacion es igual
a la frecuencia de resonancia sin amortiguacion del

oscilador.

‘Fisica General’, Ignacio Vallés, http://igvaori.github.io
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Capitulo 5

Ejemplo Fuler-Lagrange Rotaciéon 2D

Veremos la forma que adopta el lagrangiano para un sistema de particulas

en el que no actian fuerzas externa y que giran entorno al CM (aparece la

energia cinética de traslacion del CM y la de rotaciéon en torno al CM).

5.1. Ejemplo FEuler-Lagrange Rotacién 2D

Ejemplo 5.1:

Dos masas M y munidas por una barra rigida

de masa despreciable (ligadura). M

No hay rozamiento y sobre las masas no actia

ninguna fuerza externa. m

Inciso-1 Centro de masas.

Consideremos des masas, M y m, sobre una superficie horizontal sin friccién sobre las que no actia

ninguna fuerza neta.

Durante el choque, cada cuerpo nota la fuerza que
I el orro ejerce sobre él y responde (3a de Newton)
" ’+ con una fuerza igual pero de sentido contrario.
1 2

k ?1 = —?2 m171 = —m272

$ |
|
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. . . . —
Integrando: /mlaldt = —/mgagdt — MU = —maoly + X((:te)

Volviendo a integrar: /mlf)'ldt = — /mgﬁgdt + /Zdt — MFL = —MaTy + Xt + B

Despejando, m7| + mary = Zt + ﬁ ~> dimensiones de [M - L]

mf’l +m2772 Zt+§

Dividiendo por la suma de masas: = ~» dimensiones de [L]
my + me my + ma
mry + mat; B A
Llamamos ﬁ(t) _ Mt mara
m1+m2 mi +m2 m1+m2
Parat =0 — ﬁ(()) = — = ﬁ(t) = ﬁ(()) + —— t ~ dimensiones [L], por lo que
mq + mo mi + ma

————— ~» dimensiones [LT~!], con lo que llamamos V==
mi + meo mi + mo

Finalmente:

Dos masas sobre las que no actia ninguna fuerza externa, solo actian fuerzas internas (como en el
momento del choque) aparece un vector ﬁ que viaja con MRU (movimiento rectilineo y uniforme). ﬁ

es la posicién del centro de masas y 7 es la velocidad del centro de masas: ﬁ = ﬁ(;M; 7 =

Veu

Por ello, V= gﬁ _ Mt + mav
dt my + mo

Todo esto es generalizable al caso de N particulas:

B o= =L Vo= =L (5.2)
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@)

Vamos a por el lagrangiano, en nuestro caso, L=T — ¥ =T =T, + Ty, ( ﬂ?e“ )

F1:ﬁ+&»—>171:7+6;i
F2:ﬁ+g—>172:7+5

@ =a(cosh,sinf)  — d=ab(—sinb,cosf) — |d? = a26? { ‘
o I . . . (sin®@ + ... cos?0 =1)
b=b(—cosf,—sinf) — b= bl(sinf,—cosd) — |b|?> = b?6?
vP=V24|a?+20-a M
! U . — T="—"vl+ m v3
v3=V2+ b +27-b 2 2

1 M - 5 . 5
T = §(M+m)V2+7|ﬁ|2+%|b|2+M7-6+m7«b

1 M . 5 . -
S (M +m)V2 4+ 2 Jil? + T2 + V- (Mé + mb)

1 M. :, d 0
T = §(M+m)V2+ 3|a|2+§|b|2+7.%@mj'

Inciso-2
d = d d d
V. &(Maerb) =V LM ~RB)+m(a— B)| = V- S [MF +mi— (M +m)R] = V- < [M7 +

o 3 . dt dt
N T1 mro - a4 _
mry — (MATm) jr— 1=V T 0=0

1 M - -
Luego, T = =(M +m)V? + —|d|? + —|b|?
2 2 2
Sustituyendo los valores obtenidos para |d@|2 y [b2,
1 M . 1 1 .
L=T= §(M —|—m)V2 + |:2(12 + T;Lb2:| 02 = i(M —|—m)V2 + 5 [M(12 + mbﬂ 92
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1 1
L = 2 (M 4+ m) V? + 5ICM w? (5.3)

donde Icps es el momento de inercia respecto el centro de masas.

Inciso-3 Momento de inercia

En MCU (movimiento circular uniforme)
L=rxp=rxmi

%
|L|:rmvsing=mrv /

v=wr — L=mrwr=(mr?) w \ /

2

El factor mr* depende de la geometria del sistema y se llama Momento de Inercia

Para N particulas ligadas girando en torno al CM con la misma w,

N
E m; ’I"f
=1

I == L =1w

N
> mi
i=1

Lagrangiano con rotacion

M 1 :
L = % Vén + 5 Iom 67 (5.4)

Forma que adopta el lagrangiano para un sistema de particulas en el que no acttan fuerzas externa y
que giran entorno al CM (aparece la energfa cinética de traslacion del CM y la de rotacion en torno al
CM).
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Capitulo 6

Ejemplo Fuler-Lagrange. Modos

Normales

Veremos como aparecen los modos normales de oscilaciéon al desacoplar el

lagrangiano diagonalizando el problema.

6.1. Ejemplo Fuler-Lagrange Modos Normales

Ejemplo 6.1:

Tres particulas de masas m unidas por dos muelles de constantes elasticas k, situadas en una
superficie horizontal sin rozamiento (no tenemos en cuenta la fuerza de la gravedad, para mayor
claridad didactica).

Sia es la longitud natural del muelle, cuando se estira hasta que su longitud aumenta a L, la energia

potencial es V' = §(L — a)?, en nuestro caso:
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k
Vmuellel = 5(22 — 1 — a)2 ) VmuelleQ = §($3 — T2 — a)2 —

|

- V = [ (22— 21 —a)® + (23— 22 —a) ]

Vamos a establecer un cambio de variable para evitar esta molesta a:

T =0 T1 =
T2 = a + Yo - To = Yo (6.1)
x3 = 2a + y3 T3 = U3
k k
V= 5 [(a+y2—(y1)—a)® + 2a+y3—(a+y2) —a)’) ] = 5[ (ya —w1)* + (ys —v2)? |
Vamos con la energfa cinética:
1 .9 1 .9 1 .9 m .9 .9 .2 m .9 .9 .9
T= mii+ ymis+ ymis = S [d7+a3+33]= 5 [97+93 + 935 |
2 2 2 2 2
Luego,
m . . k
L:5[y%+y§+y§]—5[(yz—y1)2+(y3—yz)2] (6.2)

Si a este lagrangiano le aplicamos las ecuaciones de Euler-Laplace (ec. 2.20), obtendriamos unas EDOs

lineales, homogéneas pero acopladas. Para solucionarlo vamos a hacer un truco: DIAGONALIZACION®

Desarrollamos la parte del potencial:

(o —v1) 2+ (s —92)? =3 +yl =21 + 3+ 943 —20ys = L 2 + 23 + L 43 — 2 y1yo — 2 yoys =

1 -1 0 Y1
Matricialmente, = (yl Yo yg) -1 2 -1 Y2
0 -1 1 Y3

Al diagonalizar esta matriz, obtenemos como valores propios y vectores propios normalizados:

1 -1 1
o 1 . 1 - 1
Cl_ﬁ 1 i AL =0; 02_5 (1) APV 1; Cs_% 12 ; A3=3

La matriz de cambio de base es:

V3 -1/vV2 1/V6
M = [1/V3 0 —-2/\/6 (6.3)
1/vV3 1/V2  1/V6

1Recordamos la diagonalizacion de una matriz al final del tema (Nota - 1)
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Con la cual establecemos un segundo cambio de variable:

Y1 21 1 = 21/V3 — 2/V2 + 23/V6
2| = M |2 — Yo = 21V3 - 220/V/6 (6.4)
Y3 3 ys = 21/V3+ 22/V2 + 23/V6

Sustituyendo estos valores en la expresion anterior que provenia de la parte potencial, tenemos:

(2 —91)*+ (s —y2)? =1yf +293 +Ly3 — 21y —2yoys = 027 + 125 + 323

(0,1, 3 son los valores propios de la matriz.)

Esto facilita mucho la obtencién de las ecuaciones de movimiento al aplicar Euler-Lagrange, pues se

obtienen EDOs desacopladas. Esto es diagonalizar el problema o obtener los modos normales (lo que en

teoria cuantica de campos se convertiran en particulas).

En cuanto a la parte cinética del lagrangiano, este cambio de base (diagonalizacién queda invariable).?
VAU HU =4 4+ 4 (6.5)
Con esta diagonalizacion, el lagrangiano adopta la siguiente forma:

1 k
L=oml[# +2 +5]+ 5[5+ =] (6.6)

Y, ahora si, vamos a aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange:

Ecuaciones Euler-Lagrange

(i(gq{’) — % = 0 q; = 21, %2, 23 en este caso (2.2.2)
0
P :>£87L_8 —Oﬁga—L—O% 8—L— mzZ; = cte
dt 821 Z1 o de¢ 62’1 o 621 - 1=
0
d /0L 0 d . k "

= Analogamente, ‘ mZzz — ks zz =0 ‘

2 Justificacion al final del capitulo. (Nota - 2)
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Las ecuaciones diferenciales desacopladas de movimiento son:

m zZ1 = cte
m 22 — k2 Zo = 0 (67)

mig —k2Z3 =0

EF—-L : z1 = z1 =At+B

E—L : z = EDO segundo orden lineal homogénea:

mf"(t) = —kf(t) = f'(f) = —%f(t) =A% - % =0— RRS: A= ﬁ:\/z

f(t) =a et + be*2t Llamando wy = \/Z , frecuencia de oscilacién del muelle,
f(t) = a(coswot + i sin wot) + b(cos wpt — i sinwpt) = ¢1 cos wot + ico sinwot

con ¢ =(a+b)yca=(a—-b)eR

Por trigonometria, todo seno se puede escribir como un coseno (y viceversa), por lo que

f(t) = Dcos(wot + F) con lo que zg = C (coswpt + D)

k
E—L: 23 = Comoz3=-3—23=(/3wp)?®23 — 23 = F (cosv3woet + G)
m

Hemos obtenido como soluciones a las ecuaciones diferenciales de movimiento:

zZ1 = At + B
za = C (coswot + D) (6.8)
z3 = F (cosvV3wot + G)

Solo falta deshacer los dos cambios de variable que hemos realizado, ecuaciones 6.4 y 6.1:
C F
— — cos(wot + D) + — cos(v3wot + G
75 cosleat + D)+ cos(Vauot +G)
2
— \/; F cos(\/gwot + G)

F
cos(wot + D) + 7 cos(V3wot + G)

=
Il
4

i
Slwsl=g)s
+ o+
S5l
slo

<
o
|

Finalmente,
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Sl

F
cos(wot + D) + % cos(\/gwot + G)

— \/z F cos(\/§w0t+G) + a

cos(\/gwot + G) + 2a

Ay
|
4

Sl SGl= Gl =
+ o+
Sl =S =Gl

F
cos(wot + D) + —

V6

+
Sl

K
w
|

Ecuaciones de movimiento que podemos escribir vectorialmente como:

S 1 L
I 0 \{g 7% \/62
x| =1a|+(B+At) | —= | +C cos(wot + D) 0 + F cos(x/gwot + G) — =

V3 1 3
T3 2a 1

V3

V2 NG
(6.9)

Han aparecido los vectores propios ¢, ¢z, ¢3 y los valores propios v/A1, v/ A2, v/Ascon los wy de la

diagonalizaciéon del problema.
Las soluciones numéricas de estas ecuaciones muestran:
Ponemos D=G=0, no hay desfase inicial.

Haciendo F=0, C=1, A=0, obtenemos la figura 1, las particulas de los extremos oscilan en sentidos
contrarios y la del centro esta fija.

Desactivamos un nodo y activamos el otro: C=0, F=1. Obtenemos la figura 2, el sistema total oscila y

la particula central los hace del mismo modo.

Activando los dos modos C=F=1, obtenemos un movimiento mas complicado.

B -
- .
————o —o o o o
- -
Figura 1 Figura 2

Los cuatro términos de las soluciones obtenidas, ec 6.9, son:

= Vector desplazamiento, que tiene en cuenta la colocacién de las masas.

= MRU del CM.
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= un modo normal de oscilacién.

= otro modo normal de oscilacion.

Las partes responsables del lagrangiano son, la energia cinética responde del MRU del CM y la energia

potencial de los osciladores armonicos.

1 k
L= m[5 +5 +5] + J[z+ =]

6.1.1. Nota 1: Diagonalizaciéon de una matriz

Diagomalizaciéon de una matriz

Diagonalizar® una matriz cuadrada A, n X x ,cosiste en encontrar unos nimero reales \; llamados

valores propios y unos vectores ¢;, n X 1, llamados vectores propios, tales que se cumpla:

AC = ¢
Para ello, encontraremos las soluciones de la ecuacion |A — AI| = 0, los valores propio \;. Para
cada un de ellos buscaremos los vectores que cumplan (A — \;I) & = 0, los vectores propios.
AC = X\¢ - AG— N =0 — (A—X)Z =0, conduce a un sistema de ecuaciones lineales
homogéneo que para que tenga solucion distinta de la trivial es necesario que |A — AI| = 0.
Encontrados los vectores propios podemos construir la matriz M formada por los vectores columna

C; y se cumple:

M O -0
0 X2 --- 0
A=MDM?' - D=M'"AM = diag\\;) =
0 0 - A
La eleccion e los vectores ¢; se hara exigiendo que estén normalizados, |€;| = 1, y de modo que
|M| > 0.
Teoremas:
» A= AT (simétrica) — Adiagonalizable
0DGo@ = c?cj = 0 € R, los nuevos vectores son ortogonales. La matiz M es ortogonal

(asociada a una rotacion).
= M ortogonal — M7 = M~!
= Porello, MMT = MTM =1

= A simetrica — A ortogonalmente diagonalizable
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1 -1 0
Diagonalizar la matriz A = | -1 2 -1
0 -1 1
1-Xx -1 0 A =0
JA—M|=0—=]] -1 2-X -1 [|[==-X+42-3A=0-1 N\ =1
0 -1 1-=X S =
1 -1 0\ [z 0 T =y =0
M=0— (Aa=0—-|-1 2 —1||ly|l=]|0]—=8-2+2y—2 =0
0 -1 1/)\z 0 = —0

Sistema de ecuaciones lineales compatible indeterminado, soluciéon: z =y =z = 1.

1
Tomando z = 1 y racionalizando: ¢ = —(1,1,1)T
y 1 \/g( s Ly )
0 -1 0) [z 0 —y =0
Az =1— A-DNe=0-|-1 1 -1||yl=|0]|=<-2+y—2 =0
O —1 —1 z 0 —y =0
Sistema de ecuaciones lineales compatible indeterminado, solucion: y = 0; x = —z.
1
Tomando z = —1 y racionalizando: & = — (1,0, —1)T
Yy 2 \/5( s Uy )
-2 -1 0) [z 0 —2z-y =0
As =3 — (A-3I)&G=0—|-1 -1 —1|]|y|=]0] =S -2-y—2 =0
0 —1 —2 z 0 —y — 22 — 0
Sistema de ecuaciones lineales compatible indeterminado, solucién: x = z =; y = —2z.
1
Tomando z = 1 y racionalizando: &3 = — (1, —2,1)T

V6

1/v/3 —1/v2 1/v6
Con ello, la matriz de cambio de base es M = 1/\/5 0 —2/\/6 y la matriz
1/v/3 1/V/2  1/V6

diagonalizada D =

o © ©
o = O
w o o

Si en la base A las coordenadas y;,ys2,y3 tienen la relacion con variables acopladas:

1 —1 0 Y1

NT Ag= (y1 Y2 yg) -1 2 -1 Yo | = 9% + 23 + y3 — 2y1y2 — 2y2y3, relacion con
0 —1 1 Y3

variables acopladas.

Y1 21
Al diagonalizar y cambiar de base y; — 2z;, | yo | = M | 21 | y sustituir en la relacién acoplada,
Y3 23

las nuevas coordenadas aparecen desacopladas: 022 + 122 + 322, como vemos en
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0
0 20| =022 +1 224322
3

Forma acoplada: (%)% Ay,
Cambio de variable: ¥ = Mz — ()T = (M2)T = ()TMT = (TM,
por ello, (N)TA7= (()TM~1) A (MZ2) = ()T (M~' A M) 7= (2)TDZ, forma no acoplada.

@ — Capitulo 8 'Diagonalizacion de matrices‘, “Algebra lineal y geometria (avanzadas) para bachillerato”,

Ignacio Vallés, http://igvaori.github.io  — Apéndice H ‘Diagonalizacion de matrices’

6.1.2. Nota 2: Uso de la Geometria Diferencial (tensores, métrica,...)

Vamos a ver que el cambio de base efectuado, de y; — z;, como la matriz del cambio es ortogonal,

deja invariante la métrica (ecuacion 6.5). y; — z; : Ui +Us 4+us =27 +23 423

1/vV3 —1/v/2 1/v6

Como la matriz cambio de base, ec. 6.3 M = 1/\/§ 0 —2/\/6 es ortogonal y de
1/V3 1/v2  1/V6
M| = 1, se trata de una rotacion y veremos que conserva la métrica. Si antes del cambio la

métrica era la identidad, tras la rotacion seguira siéndolo.
Coordenadas de y“ : A 4= ApA® = g A% AP = 5,5 A%AP = (A1)? + (A2)2 + (A3)?
dap es el delta de Kronecker, la identidad.

Coordenadas de 2, : A - A = Jorpr AY AP = 5150 A% AP = (AV)2 4+ (A)2 + (A%')2

—

dy .
En nuestro caso no tenemos un vector X sino su derivada, ik

d_’ d_’ Q o . Y ; ; /.
£'£:y12+y22+y32= CV(g' =1=g) =4°+2"+7°

Esto es consecuencia de que la métrica queda invariante ante una transformacion ortogonal (rota-

cion,).
En el proximo capitulo obtendremos o> = gagv®v?:

— gap(cartesianas) = o8
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— gap(esféricas) = 1 (v")2 + 72 (v9)? + r2sin?6 (v?)?, con 1, 72, r2sin?6 las
10 0
componentes de la métrica en esféricas, ¢g= [0 r? 0

0 0 r2sin®0

En cuanto al término de potencial en el lagrangiano, (ya —y1)%+ (y3 —y2)? = 22 + 322, tenemos:

YT Ao =9 - (AY) = ¢ Ag%ys, que es una contraccion tensor-1 tensor-2 tensor-1 con
resultado un escalar (tensor-0), el mismo resultado en cualquier sistema de coordenadas (y; 6 z;).

El cambio {y*} — {z*} sehace para que el tensor A%s sea diagonal. Si ademaés la transformacion

es ortogonal, ocurre que la métrica queda invariante (lo que hemos dicho con la energia cinética en
este caso).

jLa geometria diferencial es muy util!

6.2. Ejercicio propuesto

Del sistema que aparece en la figura.

a) Calcular el lagrangiano.

b) Encontrar el cambio de coordenadas

que lo diagonaliza.

¢) Resolver las ecuaciones de Euler-

Lagrange.

No hay fuerzas externas aplicadas y el movimiento se produce un una direccion. Las variables que definen
las posiciones de las masas son x1 y s.

s TS

|

[(z1—a)®’+ (z2 — 21 —a)®] — mg (x1 + 29)

m k
Lagrangiano: L = Y (23 + &2) — 5 [(£1 —a)® + (x2 — 1 —a)? ] + mg (x1 + x2)

— Primer cambio de variable (eliminamos la molesta ‘a’ de la parte elastica del potencial):

T =a+1y — 1=

T2 = 2a + Y2 — T2 =1
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m k
Lagrangiano: L = 2 (93 +93) — 9 [y 4+ (y2 — 1) ] + mg (y1 + y= + 3a)

Desarrollando la parte elastica del potencial,

N |

K . )
L=5(y?+y§) — (2 +¥3—2y1y2] — mg (y1 +y2 + 3a)

Hemos obtenido un lagrangiano acoplado (con las variables y; e yo acopladas, término —2 y; yo). Para
desacoplar el problema vamos a diagonalizar el problema: apareceré el segundo cambio de variable.

2 -1
(%) 2y +y3 — 2y1y2 = (y1 yz) ( ) <y1> =T Ay Diagonalizacién de A:

-1 1 Y2
2—-X -1 3+V5
AT=XT — |[A— )| = =A-34+1=0 — A= V5
-1 1-X 2
3 5 3—+5
Valores propios: A; = +2\/_M; Ay = 2\/_
Vamos a buscar los vectores propios correspondientes:
3+V5
A =
2
3 5 1—+/5
2 — +\[ —1 T 0 2\[x—y =0 x=1
I BRI RV o) ) 1evE T e s
2 2 B 2
115\ [5-5 2 1
N lizando: |c1| = |12 _ = — 7 o= B
ormalizando: || +< 5 ) 5 — & - 1-v5
2
3—+5
AL = V5
2
3—+5 1 5
2 — 2\/> -1 T 0 +2\/>m—y =0 r=1
1 3= s ) 0 - o4 TLEVE —0_> y—H\/5
2 2 7 = 2
1+v5\" 5B 2 1
Normalizando: |¢1] = 4|12 + = — ¢ =
] ( 2 ) 2 5+V5 1+2\/5
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— Segundo cambio de base (variable): la matriz M = (5’1 E’g) del cambio de base {y;} o {7} es

(racionalizando®):

10 10
_/5=v5 546
10 10

o \/5+\/5 5-5

y la matriz diagonalizada (matiz de vectores propios) es:

3+5 0
D = 2
3—5
0 2

El segundo cambio de variable da lugar a ¢ = M 2

\/54—\/5 \/5—\/5 \/54—\/5 5—+5
Y1 =\ ——2z21+ |\ ———=22
(yl _ 10 10 zl) R 10 10
Y2 \/5—\/5 \/54—\/5 Z2 5—5 5+ 5
— Y2 = —\|——21+ 1\ ———22
10 10 10 10

Si sustituimos el la parte variable del potencial elastico (*), obtendriamos:

3+v5 , 3-V5
7 it

Z% , con lo que las nuevas variables z1 y z2 ya aparecen desacopladas.

207 +y3 —2y1y2 =

El lagrangiano es, finalmente:

m . E | 3++v5 3—+v5
L= —[#5+4] - 5 [2zf+2z§] +
5+ 5 5—45 \/5+\/§ \/5—\/3
— - — = 3
+mg \/ 10 \/ 10 A 0 T 10 #2 + 3a

Vamos a obtener las ecuaciones del movimiento, aplicamos Euler-Lagrange para z; y zo:

Tlon| "9, 0

d [0L oL
821

i(mz)—k3+‘/5z+m 5+vVh 5=V L3+ VE L 5+v6  [5-V5) _
' g T 10 TN 2 T 10 0 ]

d [ 0L oL

dt[a}ao

3Ver al final
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d 3-V5 54+5 5-v5) . . 3-5 54+5 5-v5) _
E(mm)_k 5 zz+mg(\/ 0 + 0 =mizz—k 5 z1+mg 0 + 0 =0

Las ecuaciones del movimiento son:

Il
=)

3++5 \/54—\/3 \/5—\/5
10 10

mz, — szl + mg

3—\/3 5+\/3 5—\/5
T R 2T Vo VA
mzs 2 z1 + mg \/ 10 +\/ 10

I
=)

Resolucion del sistema de EDOs segundo orden lineales generales, no homogéneas. Para resolverlas,

vamos a escribirlas de modo mas sencillo:

Z w2z K con w \/k3+\/§ Ki=g \/5+\/5 \/5\/5>
1~ WwWi21 = —4L1 1=\ = ) 1= -
m 2 10 10

. k3—+5 545 5-v5
z2_w§z2 = —-K> ; con wo = ooy ; Ky=g \/ 10 +\/ 0

Resolvamos la EDO general para

EDO homogénea: 21 —w?z; =0 — A2 —w?=0— \=+w;

21 = a1t + bem 1t = g(coswit +isinwit) + b((coswit —isinwit) = Acoswit +iBsinw;t, escribiendo
senos en funcion de cosenos y dejando las constantes como una fase inicial D, podemos decir que la

solucion general es: z1, = C'cos(wy + D) (A=a+b, B=a—b)

EDO general: Como el término independiente de la EDO es una constante, —K;, proponemos como

solucion particular z1, =T1 = cte, con lo que 21, = 21, = 0 y, al sustituir en la EDO general:

(V")

wi k3+5
m 2

Solucién para z1: 21 = C cos(wit+ D) + Ty

Analogamente, Solucion para zo:  zo = Ecos(wit + F) + 15

P <\/5 toﬁ * \/5 _10\/5)
2 V5

con 1T =

w? k3
m 2

Vamos a deshacer los cambios de variable que hemos efectuado (A es la matriz de cambio de base):
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6. EJEMPLO FULER-LAGRANGE. MODOS NORMALES Ignacio Vallés Oriola

5+5 \/5x/5

BRORARIOROR (e QNG

\/§—+—1 \/5—1
"= \/;“+ o5 2T MmANmta =L
V5 —1 V541 N:\/g_l
1:22—\/;'21 + 27\/3z2:—Nz1—|-Mzz—i-2@ 25

Sustituyendo las soluciones encontradas para las variables z;,

x1 = M(Ccos(wit+ D)+ Ti)+ N(Ecos(wst+F)+Te)+ a
x9 = —=N(Ccos(wit+ D) +Ty) + M(E cos(wat + F) + T2) + 2a

Reagrupando constantes,

(MC =P, NE=Q1, MA1 + NAs =Ry;; —NC =Py, ME =Q2, —NA; + MAs = Ry)

1 = Pjcos(wit+ D) + Qicos(wat+ F) + R1+ a
€y = Psycos(wit+ D) + Qzcos(wat+ F) + R+ 2a

Aparecen en dos términos de cada ecuacion los dos modos normales de oscilacion méas un tercer término

de desplazamiento que tiene en cuenta la colocacion de las masas.

Vamos a estudiar un poco estas ecuaciones®

, comparando con los resultados obtenidos para el caso
anterior sin gravedad. Hay, ahora, dos diferencias con el ejemplo anterior. La primera es evidentemente
la gravedad, y la segunda que estamos forzando que el extremo de uno de los muelles esté siempre quieto.
Esta segunda tiene una consecuencia inmediata, y es que hemos perdido el término lineal en t. Para

simplificar el estudio fijamos las fases D = F' = 0.

Primero de todo vamos a estudiar el caso P; = @); = 0. Entonces las masas estan quietas (la posicion
no depende del tiempo) y la solucion es z1(t) = a + Ry; x2(t) = 2a + Ra. Esto es exactamente lo
que obtendriamos si resolviéramos el problema de estatica igualando las fuerzas a 0. Por otra parte, si

“apagamos” la gravedad, es decir ponemos g = 0 obtenemos el mismo resultado anterior, 1 = a; 2 = 2a.

Cuando conectamos solo un modo de vibraciéon, wy, lo que podemos ver es que las dos masas suben y
bajan juntas, ademas, como es de esperar, la masa inferior oscila con mayor amplitud que la superior.
La gravedad no juega ningin papel importante aqui, pero el hecho de mantener fijo uno de los extremos
es lo que provoca no solo la diferencia de amplitudes sino también que la frecuencia de oscilacion es més

pequedia que en el caso que se deja oscilar libremente (en ese caso recordemos la frecuencia era wy).

En caso de conectar solo el segundo modo de vibracién, ws, las dos masas suben y bajan en contraposi-

cion, cuando una sube la otra baja y viceversa. Ademés la masa inferior tiene ahora una amplitud més

4Problema resuelto por Roger Balsach, 22 de julio de 2019
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pequena. De nuevo la gravedad no juega ningtn papel, y todos los cambios se deben al hecho de haber
fijado un extremo, también en este caso la frecuencia es inferior a la que tendriamos con el extremo libre
(en ese caso la frecuencia era /3wy

Nota 3: Vamos con la racionalizacion de denominadores para la obtenciéon de la matriz M:

1 B 2 2 5+v5  [Z(B+VE)  [5£V5
5$\/5\/5:F\/5\/5:F\/55i\/5 710 10
2

1L 1-v6_ A0-V5) _ 1-v6 VE-VE_ —(VE-1)V5-V5 _
5-v5 2 V5 —Viv2xZ V25— VEV5 -5 V2(5 - V/5)

2

~0B=T)V5-V5 __ [5-\5

= (factor comin denominador) = =—

Vavh (5=T) 10

5+ 5 5—+/5
! 1++6 5+V5 \/ 10 \/ 10
Analogamente, . = . Porloque M =
5+v5 2 10 _\/5 -5 \/5 ++5
2 10 10
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Capitulo 7

Potencial generalizado. Campo

electromagnético

Vamos a introducir el potencial generalizado aplicado a la fuerza de Lorentz
no relativista, F= q (ﬁ + ¥ x B) . Nuestro objetivo sera la formulacion
del lagrangiano con un cierto potencial U(q, ¢, t) que responda a la presencia
de campos electromagnéticos. (U no solo dependera de las posiciones ¢ sino
también de la velocidades ¢ y del tiempo ¢).

7.1. Potencial generalizado

La definiciéon de potencial generalizado va a ser:

d [oU oU
U(g,q,t) / Q; = 4 {a} = oa (7.1)
J J

El potencial generalizado U ha de ser una funcién tal que una fuerza generalizada @; se pueda escribir
de este modo (Euler-Lagrange) en funcion de esta U, asi, el potencial generalizado dara lugar a la fuerza

generalizada.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 7.1:

Acoplamiento minimo (mecanica cuantica): un electrén en un atomo de Hidrogeno se encuentra

sometido a radiacion electromagnética externa. Hablaremos de ello al final del tema.
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Inciso-1 Regla mnemotécnica para el producto vectorial.

c1 = azbz — asby

co = asby — aybs orden: 1231231 --- ,

U
X
o>
Il
ol

c3 = a1by — azby

después del 1 va el 2, después el 3, luego el 1 de nuevo y asi. Para la componente 3 del producto vectorial,

por ejemplo, después de 3 vuelve el 1 y el 2, por eso aparece a1by y luego, restando, al revés, asb;.

Aplicado al producto ¥ x § = (v9Bs — v3Bs, v3By —v1 B3, v1 By —v9By)
Y la fuerza de Lorentz, ? =q B x ﬁ:
Fy = q(E1 + v2B3 — v3By)

Fy = q(E2 + v3B1 — v1B3) (7.2)
F3 = q(E3 +v1 By —v2By)

Inciso-2 Teoremas de Calculo Vectorial.

Teorema 1 ?-(?XZ)ZO, vA
Teorema 2 v x (? f)=o, V?

Thl: La divergencia del rotacional es cero. Th2: El rotacional del gradiente es cero.

Demostracion. (Primer teorema).

0 0 0
Llamando 812%, 622(%7 3325

, podemos escribir

V x A = (9243 — sy, Dy Ay — Dy Ay, Dy Az — DrAy)

V. VxAd= (01,02,03) - (02A3 — 03Az, 03A; — 01 A3, 014y — D A1) =
? ' ? X X = 81 (62‘43 - 83142) + 82(83141 — 81143) + 63(61142 — 82A1) =

Teniendo en cuenta el teorema de Schwartz, para funciones derivables con derivada continua podemos

intercambiar el orden de las derivadas parciales, por ejemplo, 0192 A3 = 0201 A3, tendremos,

V-V x A = 8,0:45 — Ordsdy + 0s03A) — De8A7 + D30rdy — 03004, = 0
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Para nuestro proposito vamos a necesitar 3 de las 4 ecuaciones de Maxwell (la cuarta es necesaria para

describir ondas electromagnéticas, pero no es nuestro caso).

No hay distribucién de cargas, p =0 — ? - F =0, hay una onda em plana que afecta a nuestra carga q.

V.-E=0; V.-B=o; 7xﬁ:—@ (7.3)

ot

Nuestro objetivo va a ser encontrar cuatro cantidades Ay, A, Aa, As (funcién) de modo que cuando

la derivemos con respecto a x,y, 2,t nos proporcione los campos y B. A estas cuatro cantidades
AF = (Ag, Ay, Ag, A3) = (Ao, A), que dependen de z,y, 2, t forma un cuadrivector que llamaremos

Potencial Vector, A*. A partir de combinaciones de derivadas de A* queremos obtener E y

Como la divergencia del rotacional es cero, 2 (? X Z) =0 (teorema-1), si nos fijamos en la segunda

de Maxwell, M2, - B =0, concluimos que debe ocurrir que:
B=V.-4 (7.4)

Falta trabajar con las otras dos ecuaciones de Maxwell, M1 y M3.

. _ ' 0 _ 0
Si nos fijamos en M3: ?XE__§§_ a(?xX)

Podemos conmutar la derivacion por el teorema de Scwartz,: —% (? X X) = —? X <86t>
oA oA
Pasando a la izquierda, ? x E + ? X ((%> =0, agrupando, ? X ﬁ + v =0

o4

Por el teorema-2, el rotacional del gradiente es nulo, ? X (? f) =0, deducimos que E + vl ? f

0
Despejando, E = ? f — ——. Tradicionalmente, se escoge que f sea la componente Ag, cambiada

de signo, del potencial vector (cuadrivector A*), con lo que,

E = VA, - oA (7.5)

ot

Objetivo conseguido, ya tenemos E y § expresados como derivadas del potencial vector A*. Ahora

vamos a buscar la expresion para el potencial generalizado U, definido por la ecuaciéon 7.1.
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3 _9.2 2 - o4 04 -

ot

Si elegimos como coordenadas generalizadas las cartesianas, g1 = x; ¢2 = y; g3 = z, la definiciéon de
fuerza generalizada queda como:

. d /foU ou d [oU ou
Como en cartesianas, Q; = F; = a \ag + %0 =5 g + .
J J J J

d /0
En las ecuaciones 7.2 tenemos F ~ E 4 wvB — Bv y debemos encontrar algo como F' ~ — ( )

Ovg

0 . . .
e Este es el motivo por el que hemos expresado los campos B y § como combinaciones de derivadas

x
del potencial vector A", apara poder asemejar las expresiones y encontrar quien serd U, el potencial

generalizado.
Ei = —-01A0 — 00A; B1 = 02 A3 — 0345
Como E ?Ao - > Ey = —0Ag — OgAs y también, ﬁ = ? X X — Bo = 03A1 — 01453
E2 = —82A0 — 80A3 Bg = 81A2 — 82A1

Llevando estos resultados a las ecuaciones de la fuerza de Lorentz, ec. 7.2,

Fi = q[—0140— 00A1 + v2(0142 — 02A1) — v3(03A;1 — 01 43) |
Fy = q[ —02A0 — 0pAs + v3(02A3 — 0345) —v1(0142 — 02 A1) | (7.7)
F3 = q [ —03A0 — 00A3 + v1(03A1 — 0143) — v2(0243 — 03A3) ]

Ya tenemos expresada la fuerza (generalizada) ? en funcion del cuadrivector y de las velocidades. Segui-

mos buscando la semejanza con la ecuacion 7.1 (en cartesianas) para encontrar el potencial generalizado
U.

El truco a usar es:

A iR odaf o o) azfﬂg

& q = % : + 6—y = vlalz + UQ@QX + 113832 + 802

dA
Leyendo componente a componente esta ecuacion: 7 =101 A; + 1202 A; +v303 A; + 0y A
El ultimo término, dyA;, aparece en las ecuaciones 7.7, lo despejamos de aqui y lo sustituimos en ellas.

d A; d A;
T [v101 A; + v202 A; +v303 A;] = T

B0 A; = (@ V) A=A — (7-V) 4

El operador (v;01, vo0a, v3ds) = U - ?, se llama derivada convectiva.

76
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Sustituyendo en las ecuaciones 7.7,

—01 Ay — [Al — (17 ?)Al] + [ U2(61A2 — 82A1) — 1)3(83141 — 81A3) ]

—0r Ay — [Ag — (17 ?)AQ] + [ U3(62A3 — 83A2) — U1 (81142 — 82141) ]

2 | e |[Be | T

—63140 — [Ag — (17 ?)Azz] + [ (%} (63141 - 61A3) — v2(82A3 — 83142) ]
Pasando las A — i a la izquierda,

Ty A = Ay + (0 V)AL + [0a(014s — s A)) — v3(d3 A1 — D1 As) |
2 Ay = Ay + (T V) As + [03(0eAs — 0345) — 01 (D1 Ag — DaAy) ]

?3+ Ay = —03A0 + (7- V) A3 + [01(8541 — D1 As) — va(DsAs — 3345) ]

Ya casi lo tenemos. Fijémonos, por ejemplo, en la primera de las ecuaciones anteriores,

F .
j+ Al = —01A0 + (0101 AL + wd5AT + 130541 ) + [v2(01A2 — O5AT) — v3(O5As. — 01 43) ]

Ordenando y simplificando,

F. .
?1+ A1 = —61A0 + v181A1 + ’U281A2 + U381A3

iAl = i(UlAl) = 01v1 41, por lo que

A =
Como v1 # v1(z) — v1014; Uldx P

F .
?w A = —01Ag + 0 (T A) =0, [Ag—7- A]

Y lo mismo para las otras dos ecuaciones.

BLA =0 A7 4

d oU Q—F

2 A i
224 Ay =0y [Ag—7-4A ~ S R
T Ar =0 A7 4] dtov; oz,

?3+ Ay =85 [Ag—7- A]
Despejando,

Fi=—qA -8 (q[Ao—ﬁ.Z])
Fo=—q As— 0 (q[AofﬁWX])
Fy=—q A; — 0 <Q[AO_6‘X])

Donde, los segundos términos de los segundos miembros de estas ecuaciones se asemejan ya a parte de

ou
la ecuacion de definicién del potencial generalizado, a el o;U
Ly
. S . . . d 0
En los primeros términos del segundo miembro nos falta introducir X y e
Uy
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Como fq/.lj = %(qu), podemos escribir las ecuaciones anteriores como
! =
Fy = % (—qA1) — 0 (q [Ag — ¥+ ])
Fr= gy (o) =0, (a (40— - 4))
F3 = ) (—qA3) — 01 (q [Ag — - X])

Fijandonos en los primeros términos (segundos miembros), deseariamos que

oU
—qA; = 0. — U = q1v1 Ay + cte, con cte # cte(v;).
v

%

. . ou ou
Pero para las otras componentes debe ocurrir lo mismo, —qAs = —, —qA3z = —, para lo que:

8112 6’03
U ~ cte — qui A1 — qua Ay — qus Az = cte — qU - X

Como Ay # Ao(vj)) = U = g Ay — qﬁ'z.

Potencial Generalizado

Conclusion: U = q AO —q v - X (78)
Definiendo el potencial generalizado como U = g Ay — q ¥~ X , entonces se cumple la definicion del
i dou _ou F; , que es a donde queriamos llegar
mismo, que —— — — = F; .
T R P A 4 s

En presencia de campos electromagnéticos, el lagrangiano adopta la forma:

Lagrangiano con campos em

L =2 @+y+2) — (q40—q(@ 4))| (79

Quién es A, se ve en electromagnetismo. Con este lagrangiano, nuestra particula notaria el efecto de

un campo em, la fuerza de Lorentz.

Ejemplo 7.2:

Particula ¢, m que se puede desplazar libre-
mente en una recta, en presencia de la gravedad
l ® ¢ /\/\/\/\/\/ y ante un campo electromagnético (radiacion
en forma de onda plana).

g El lagrangiano del sistema es:

Lz%éz—(qu—qﬂZ)—mgz
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Para este tipo de problemas seria mas adecuado usar el formalismo hamiltoniano que el lagrangiano. Lo

veremos en proximos capitulos.

7.1.1. Acoplamento minimo

Supongamos una carga libre en presencia de un campo electromagnético (radiacion), solo va a haber

fuerza de Lorentz.

En estas ocasiones, lo veremos més adelante (formulacion hamiltoniana) pero es conveniente recordarlo,
la cantidad de movimiento definida como P = m¥ no es la manera adecuada de definirla, hay que usar

la forma:

?zmﬁ—i—qx
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Capitulo 8

Principio de Hami:lton

Se enuncia brevemente el principio de Hamilton, de minima accion o de

accion estacionaria.

Para mas informacion ver apéndice G Funcional’.

8.1. Principio de Hamilton

Principio de Hamilton, de minima accién o de accién estacionaria

Dado el funcional accion

ta
S = / L(qj, g;, t) dt

t1

el sistema (cléasico) evolucionara en el tiempo siguiendo las ecuaciones (opuestas a Euler-Lagrange)

oL _ d oLy o
8qj dt aqj B

0, lo que es lo mismo,

58
4q;

0 < 6S=0

la variaciéon de la accion es cero.

81



Ignacio Vallés Oriola 8.1. Principio de Hamilton

8.1.1. Derivada funcional

. Qué es un funcional?

Basado en los videos comentados en el principio del capitulo.
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Reproduzco, a continuacion, el apéndice II de mis apuntes sobre los “Grupos de Lie” basados,

también, en el video curso de Javier Garcia del mismo nombre.

https://www.youtube.com /playlist 7list=PLAnA8FVrBISDTFTMP8kXbDnRJHQKqfjaw
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Capitulo 9

Ligaduras no holénomas

El problema que vamos a resolver es el del movimiento de un robot en la
superficie de Marte. El robot podréa girar sobre su CM y se puede desplazar

rectilineamente sobre su eje.

Exigiremos que el robot no derrape, que su vector velocidad sea paralela a

su eje. Este sera nuestro ejemplo (tipico) de ligadura no holénoma.

Principio de Hamilton

ta
S = / L(g, 45, ) dt — 85 = 0 (9.1)
t

1
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9.1. Ligaduras no hol6nomas

Hasta ahora solo hemos visto ligaduras holénomas, en que podemos expresar las coordenadas de las
particulas en funcion de las coordenadas generalizadas y del tiempo, 7 = 7(g;,t). Cuando esto no es

posible, decimos que las ligaduras son no holonomas.

Por motivos de claridad en la exposicién, consideraremos que solo tenemos dos coordenadas generaliza-

das, q1 y ¢2 (la extension a mayor namero de variables generalizadas es trivial).

En las ligaduras no holénomas se imponen condiciones del tipo:

ail a2 q1 _ (@0 9.2)
a1 Q22 Go a0

(encontraremos sentido a este modo de imponer ligaduras cuando abordemos el problema del robot en
Marte).

d
a1 a 4 a
De otro modo, T2 %t(h = —| ™), despejando
a1 G22 42 a20

ain a2 dgi) _ _ [aw a 9.3)
az1 Q22 dgz a20

Ambas maneras de expresar las ligaduras no holénomas son equivalentes.

Recordemos que un desplazamiento virtual ocurre cuando el tiempo esta fijo (congelado):
dq = (dq); 445, (verseccion 1.1). Pues bien, para desplazamientos virtuales, si el tiempo es fijo, en

la definiciéon de ligaduras no holénomas de las ecuaciones 9.3, dt =0 —

o, (o o oq Y dq1 _ 0 .
az1  G22 0q2 0qo 0

Si |[M| = 0, tendremos un sistema compatible determinado que, como es homogéneo, tendra solucion
unica: la trivial, ¢ = dg2 = 0. No hay movimiento posible en el sistema. Esto es una contradiccién, por
lo que |M] # 0, con lo que las filas de la matriz M seran proporcionales, (a11 a12) = k(ag1 asz). Solo

quedara una ecuacion libre: a1 g1 + a12 g2 = 0, en el caso 2D (2 coordenadas generalizadas).

“Para ligaduras holonomas las variables generalizadas son independientes, en las no holonomas hay

relaciones entre ellas”.

Del principio de Hamilton cuando las ligaduras son holénomas se obtienen las ecuaciones de Euler-
oL d <8L

g, i \2g,

b2 oL d [OL oL d [ OL
05 = =5 )| o + |5 (5| @ =0
o a ()] o (- (58)) o )
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Como ahora (ligaduras no holénomas) dq; y g2 no son independientes, no podemos exigir que ambos

integrandos sean cero. Despejando de la ecuaciéon libre que relacionaba ambas variables,

a2 0 = 0 — g2 = —Z—E dq1, por lo que
[0 4 (o) [k 4oLy g,
Oqp  dt \O¢ o Oqa  dt \ O¢a arp 1
0
L d [OL L d [OL (hl} 7
R | B =y ol | RV Y —0 -
[[8% dt (3(11)] [36}2 dt (3(12)] a2 %’
(o d (o)) oL donyio]
aql de¢ Bql 8q2 de¢ 8(]2 a12

{BL d<8L>} |:8L d(&L)}
— = — = ]| @12 = |m— — — | = a1
9q:1 dt \9q: 9q> dt \ 942

a1 01 +

Que son las ecuaciones de Euler-Lagrange modificadas para el caso de ligaduras no holéno-

mas.

Para escribir esto mas elegantemente vamos a usar el truco que se le ocurrié a Lagrange:

9.1.

1.

Multiplicadores de Lagrange

Dividiendo la expresiéon anterior entre a1y a2,

o _d oLy oL (ony]
Oq1  dt \ Oq; _ Ogp  dt \ 9gs - - (truco)
ai ai2

oL d(oLy -] =

I dt \9¢1) a11 Y dg2 At \dg2) i

Multiplicando por —1,
d [oL\ oL d (oL oL
— | = — —— = a1 ETR YR — 5 = Aaiz
dt \ 9q¢, 9q1 dt \ 94» 9q2

Ecuaciones de Euler-Lagrange para el caso 2D de ligaduras no holénomas.
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n n
Ligaduras no holénomas: Z a;jq; = —a;, Z a;jdgq; = —azpdt; i=1,2,---,p
j=1 j=1

Ecuaciones Euler-Lagrange para ligaduras no holénomas:

d ( dL > oL zp: R
dt \ q; . ?

9.1.2. Aplicacién: problema del robot en Marte

Ejemplo 9.1:

El robot puede girar sobre su CM y desplazarse
segun su eje pero sin derrapar (ligadura no ho-
lénoma): la velocidad del centro de masas del

robot ha de ser paralela a su eje.

Con ﬁ y 6 tenemos determinada la posicién del
robot.

Si no hubiese ninguna restriccion, el lagran-

giano del sistema serfa (como en la seccion 5.1).

M 1 .
L= Véu + 5 low 62 (5.4)

M Lo -
Como R(z,y); V(z,y) — L= - (@ +97) + 6

Imponemos ahora la restriccion de la ligadura no holénoma de que el robot no pueda derrapar:
701\/1 || eje del robot.

Vi in6
V = (Va,V,) = (Vcosd, Vsing) — tanf = Lo Vetand =V, — Vx% —V, -
Vepsin® =V, cos — sinf & =cosf gy ’
En nuestro caso, las variables generalizadas son: ¢ =x; g2 = y; q3 =6
Ligadura no holénoma: sinf X =cosf y ‘ (sinf ¢; = cos b go) (9.5)

Identificando con el caso general

Asimilando esto a la definicion de ligaduras no holénomas, ec. 9.2, podemos escribir:
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sinf —cosf 0 Q1
0 0 0 G| =
0 0 0 qs3

Escribamos las ecuaciones de Euler-Lagrange para el caso de ligaduras no holénomas y para

nuestras tres coordenadas generalizadas, x, y, 6

Identificamos: ai1;1 = sin@; aiz = cosf

d (0L oL d
Coordenada [z] : a<% —%:)\Sine — g(Mj:)—O:)\sinﬁ
d (0L oL d
Coordenada : E((?—y —a—y:—)\cose — &(My)—():—)\cosﬂ
d (0L oL d . .
Coordenada g o <%> 90 = 0 — &<ICM9) —0=0—= Icy0=0
ME = X sinf
M4 = —X cosf (9-6)
0 = w= cte
Integrando las ecuaciones diferenciales de movimiento,
Las ecuaciones en & y ¢ estan acopladas, pero de la relacion de ligadura, ec 9.5,
A
= Msint? — sinf = 73: o o
sin@ & =cosfy — - —z+ —4§y=0
A A
. A M .
i=—7 cos) — cosf = —Ty
Simplificando, £ £+ y =0
d d ..
C — 2 _ 2 . o 2 _ 2 .
omodt(lj) oo — dt(D) 0o
Luego, 2 & &+ 2§y = 0 i(:'c2)+i(y2) =0 —» —(@+7}) =0 —
’ dt dt dt
22 4+ g2 = A? (= cte)
in 6
Despejando de sinf @& = cosf § — ¢ = St % [ecuacion (*)] y sustituyendo en la ecuacion
que acabamos de encontrar:
. 2 .2
1
=2 o oary (05 a2 Lo (140 D2 g = A2
cos 6 cos? 0 cos? 6

2 = A% cos?f — x = A cosf, tercera ecuacién de movimiento, i = A cos(wt + )

A
Integrando, r = — sin(wt 4+ o) + B
w

sin 6

Sustituyendo en [ecuacion (*)] 7
Cos

A !
(; sin(wt + @) + B) = A sin(wt + o)

A
Integrando, y = —— cos(wt+ ¢g) +
w

(&

Las ecuaciones (integradas) de movimiento son:

A
r = — sin(wt 4+ o) + B
w

A
y = - cos(wt + o) + C
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También se podria calcular el valor de A, a partir de la expresion M = Asinf 6 My = — )\ cos b,

pero puede ser fijado con las constantes A, B, C, g en las condiciones iniciales del problema.

Sorpresa: Las ecuaciones © = — sin(wt + ¢g)+
E— w

B e y= 4 cos(wt + ¢g) + C son las ecua-
ciones paranguétricas de una circunferencia de
centro (B,C) y radio —. Nuestro robot en la
superficie de Marte, sometido a la ligadura de
no derrape, estaria describiendo circunferencias
indefinidamente hasta que se le acabaran las ba-
terias. Par poseer una determinada velocidad
lineal necesitariamos que hubiese aparecido un

término lineal como z = — sin(wt + ¢g) + B+
w

A

at e y=—— cos(wt+ o) + C + ft, pero no
w

ha sido asi.

Las restricciones al movimiento en sistemas mecanicos reciben el nombre de ligaduras o vinculos.
Hay varias formas de clasificar las ligaduras. En Mecéanica Teorica, la distincion mas importante

es entre ligaduras holénomas y no holénomas.
Tipos de ligaduras:

Los dos criterios principales son si las ligaduras son integrables (permiten reducir el namero de
grados de libertad) o no y si contienen explicitamente al tiempo o no. Una ligadura no lineal se
representa generalmente como una relacion entre las coordenadas generalizadas necesarias para
describir un sistema asi como sus derivadas. Asi una ligadura es cualquier expresion del tipo:
®(qs, Gis Giy -+ 5t) =0

> Respecto a la integrabilidad de las ligaduras los sistemas se clasifican en:

— Ligaduras holonomas. Si la expresion anterior es constante respecto a las deriva-
das la coordenada se llama holénoma. En ese caso las ligaduras pueden escribirse de
la forma f;(7, 7, - 75,t) = 0. Notese que el ntimero j condiciona al ntamero de
coordenadas que pueden existir, por lo que suele decirse que éstas ligaduras permiten

eliminar grados de libertad al sistema.

— Ligaduras no holénomas. Cuando las coordenadas no pueden escribirse como holé-
nomas. Asi las ligaduras no holénomas no permiten eliminar los grados de libertad de

un sistema. Estas ligaduras pueden clasificarse adicionalmente en lineales y no lineales.
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> Respecto a si las expresiones matematicas que contienen las ligaduras contienen o no la

variable tiempo las ligaduras se clasifican en:

— Ligaduras esclerénomas cuando las ligaduras son independientes del tiempo.

— Ligaduras reénomas cuando contienen al tiempo explicitamente, o sea son depen-
dientes del tiempo.

Algunos ejemplos de ligaduras son:

— Particula moviéndose sobre una curva plana conocida y = f(x), esta ligadura es holéno-
ma.

— Rodamiento sin deslizamiento (ligadura lineal no holénoma), una rueda orientable de
radio R apoya sobre un plano sin deslizar.
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Capitulo 10

Ejemplo de ligaduras no holénomas

Ejemplo de ligaduras no holéonomas: cuerpo sin friccion sobre plano inclinado

sin friccion.

10.1. Ejemplo de ligaduras no holénomas

Ejemplo 10.1:

Una cuna de masa M y pendiente 6 se pue-
de desplazar a lo largo del eje x. En su plano
inclinado se encuentra otra masa m, que se pue-
de desplazar por la pendiente. Ambas masas se
desplazan sin rozamiento (M en el plano hori-

zontal y m en el plano inclinado de la cufia).

Supongamos, en un principio, que ambas masas evolucionan libremente. Mas tarde impondremos la

restriccion de que m lo haga sobre el plano inclinado de M (ligadura).

El lagrangiano del sistema sera:

M m . .
L = 7X2 + 3(:r2+y2) - mgy (1=X; == g3=1y) (10.1)
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Escribamos las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a este lagranginao, mas tarde las com-

pletaremos al imponer las ligaduras del problema.

d oLy _ oL _ d( oo

i (o%) % = X)) —o =[] i =[]

d (0L OL (21 . ..

w\22) % :|:| — §(Mx)—0 :|:| — § m& :I:l (10.2)
4oLy oL —(My) +mg =] | mj+mg =| |

dt \ 9y dy dt

En las zona I:' es donde apareceran los multiplicadores de Lagrange correspondientes a las ligaduras

del problema.

Para introducir las ligaduras del problema vamos a crear dos variables auxiliares momentaneas ¢ y b
(ver figura del ejemplo) que nos facilitaran el trabajo. (¢ es la altura de cuna y b la distancia qua ha

bajado en el plano inclinado la masa m).

xr=X+bcosf — _
= (2% ec) b= y—c (1%ec) z=X— Y= os
y=c—bsinb —sinf sin 0
0
Derivando esta ultima expresion, ==X — C?se ) (c=cte; ¢ =0)
sin
Multiplicando por sin y ordenando esta expresion,
sin@ X — sinf& — cos@y = 0 (10.3)

que es nuestra relacion de ligadura no holénoma. Identificando con la definicién: aj11q1 + a12¢2 +

a13q3 = a1p, determinamos que, en nuestro caso,

ay1 =sinf; aijp = —sinf; a;jz3 = —cosl; a0 =0 (10.4)

Y ahora volveremos con las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Inciso: Teoria.

Ecuaciones de Euler-Lagrange para el caso de ligaduras no holénomas.

d /0L oL P
— =] ——— = A : 10.5
dt (ij> Z . 10.5)

p es el namero de ligaduras y j el de coordenadas generalizadas
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En nuestro caso solo tenemos una ligadura (ec. 10.3):

d <6L> oL
— ) — 5 = Aaj
dt \ 9q; 9g;

(10.6)

Retomamos nuestras ecuaciones de Euler-Lagrange, ec. 10.2, y vamos a imponer nuestras ligadura (ec.

10.3) con los multiplicadores de Lagrange (ec 10.6).

MX = \ai1 = Asinf

mi = \ajs = — Asin6 Ligadura: sinf X — sinf & — cosf g

miyj—mg = Aaj3 =— Acosf

) Asin 6 A
MX = (Asin6) t + A X=— t+@
Asin 6
Integrando, mi = —(Asind) t + B — b=y 2
m m
my = (—Acos —mg) t +C y:_ACOSQ—mgHg
m m
Incorporando estos tres resultados a la relacion de ligadura (ec 10.3),
. Asinf Al . Asin @ B Acosf —myg C
sin 6 t+ —|sinf |— t+—| —cosf | ————t+ —| =
M M m m
)\sin29+>\sin29+)\coszt9+mgcos€) ‘4 Asin@iBsinﬁiCcosé —0, vt
M m m M m m

0

(10.7)

Necesariamente, mientras dure el movimiento (m sobre M, luego ya no es valida la ligadura impuesta),

Mt+ N =0 — M = N = 0, las constantes de la relacién anterior han de ser ambas nulas (de lo

contrario t=0 y la relacion es vélida para todo t mientras dure el movimiento).

Obtenemos las siguientes relaciones entre las constantes de integracion:

\ 1 1 2 cos? 0 4 Asing  Bsinf Ccos
M—FE sin” 6 + o = —gcos Vi m m
(10.8)
Trabajando con la primera de estas ecuaciones,
1 1 ! —gcosf
A | —sin? 0 + — (sin? cos” 0 =—gcos) —- A=——-—
lM - ) g 1 sinf
m M
. —gcosf —mM g cos 6
En funcién de cosenos, M\ = 1 . 1 20 — Fap————
m M M
- n i gcosf
Dividiendo numerador y denominador por m + M , A= m +
Y. cos2 6
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—puMg cos @ m
A= ——— con = 10.10
1— pcos?6 a m+ M ( )

Llevando este resultado a la segunda de las ecuaciones E-L (ec 10.7),

M

- gcosf gsinfcosf
i— _ging mEM”~___ s _m+M
o S 1— pcos?6 . 1 — pcos? 6
m -M
C —1= - 1= — =pu—1 1
omo [ Y T e v , por lo que
—m(1l — p)gcos@ m
A= , con = 10.11
1— pcos?26 a m+ M ( )
1-— sin@ cos 6
i = (L=pgsin (10.12)
1 — pcos26
—Acosf 1- 0
Acudiendo a la tercera de las ecuaciones E-L (ec 10.7), § = AL g= w -
m 1— pcos?6
1-— cos? 0
. _ (A-mg g (10.13)
1 — pcos?20

sin 6 ing —m(1— 0
Yendo a la primera de las ecuaciones E-L (ec 10.7), X = 51]\12 = 51]\12 Wi(_ Mégsg;eos

$__m (1 —p) g sin cosb (10.14)
M 1 — pcos26

Estas tres ultimas ecuaciones enmarcadas (X, &, §) , junto con la relaciéon de las contantes de integracion

anteriormente establecidas (ec 10.9) proporcionaran, una vez integradas, las ecuaciones de movimiento.

Resumiendo,

. (1 —p) g sinf cosb
€r —
1 — pcos?0

(1 —p)g cos?0

1 — pcos?26

m (1 —p)g sinf cos

X = —
M 1 — pcos?6

Asin@ Bsin@ CcosO_0

M m m
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10.1.1. Andalisis de casos limites

X =0
> Caso limite: M — o0 = p—0 — & =gcosf

ij =gcos’f—g=—gsin’6

Que coincide con los resultados que hubiésemos obtenido con mecénica newtoniana, como veremos al

final del tema.

Caso M — oo con mecanica newtoniana

m se desplaza por el plano inclinado.

La componente Py se anula con la reaccion
N del plano, solo queda la componentes Pr =
mg sin 0. Solo hay movimieto en el eje .

Segunda de Newton: F,,gsinf = ma

ESEE—— |

Luego a = gsinf

& L La proyeccion del vector a del eje z* sobre los

[
|

S ejex = e y dan unas aceleraciones:

Gy = & = gsinfcosl; ay =4 = —g sin®#, que coinciden con las que homos obtenido mas

arriba.

> Caso limite: 6 = 0, la masa m reposa sobre M.

. 1—
Se obtiene, X =0; =0; ¢§= (7/09 =g, pero 3§ =0 al estar m en el suelo.

L—p

Se cumplen perfectamente los casos limites.
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Capitulo 11

Transformaciéon de Legendre

La transformada de Legendre es una pieza clave para estudiar el formalis-

mo hamiltoniano. Es un mecanismo matemaético que se usa, ademéas de en

mecénica tedrica, en termodindmica.

11.1. La tranformada de Legendre

Una funcién f(z) almacena informacion. Legendre se pregunto si podia inventarse algtn procedimiento
que pase a una nueva funcién g, con una nueva variable p, tal que la informacién que estaba en la
funcion original f también esté en la nueva funcion g y, atin maés, si volvemos a efectuar el procedimiento

recuperemos la funcién f original.

Esquemaéaticamente, llamando Aala operacion a efectuar (procedimiento o transformada de Legendre),

f(x) A, g(p) A, f(=

Dada f(x) , construimos A f(z) = f/(z)-2 — f(z) = |:l‘ cfx_l] f(x)

En general, la variable no tiene por que se x, llamémosla wvar. origen, asi,

N d
A = |var. origen — — 1} (11.1)
d var. origen

Elegimos que la nueva variable sea:
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df
nueva vble. = ————— (11.2)
d var. origen

Resumiendo, la forma de definir una transformada de Legendre es:

. . d df
A = |var. origen ——— —1 nueva vble. = ————
var. origen d var. origen

Veamos un ejemplo.

11.1.1. Ejemplo de transformada de Legendre

Ejemplo 11.1:

. Ejemplo de transformada de Legendre

flx) =a?

Nueva variable:  p = % =@ =22 + |a=1%

o) =A@ = ot ~1] 1) = [ 2 ~1] @) =st@e) —a? =222 =t = (B)" =2
9(p) = %2

Volvamos a plicar A a g para ver si recuperamos la f original.

d d (p?
Nueva variable: ¢t = i (p) = ™ <%> = g —

d

Porloque | h(t)=t* < h=Ff

Demostracion. .
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flx); p= % dcl
- d dg
h(q) = Ag(p) = {pdp - 1} g(p) = Py, 9

11.1.2.

[p(i)—1]9(19)=p£;(wp—f)—(wp—f)=p %erwp e

p—dp>+f=(pdl,)=p<dp-dx—dp>+f=p<dp—dp>+f=p(0)+f=

O

Una interpretaciéon de la transformada de Legendre

El razonamiento de Legendre podria haber sido el siguiente:

recta tangente

y = f'(x0)(x — x0) 4

/

Para otro punto g existira otra recta tangente a f.

Teniendo en cuenta todas las posibles pendientes
de las rectas tangentes a f(x) tenemos la transfor-
mada de Legendre. Se trata de encontrar en qué
posicién del eje y me debo encontrar para lanzar
un proyectil desde alli y que sea tangente a f(x).
Conocidas todas estad g, conoceriamos la “enwvol-
vente” de la funcion original y conservariamos la

informacién que ella guarda.

Dada una funcién f(z) y un punto de su dominio
zg, llamamos ¢ al punto de corte de la recta tan-
gente a f(z) en xo, y = f'(zo)(z — z0) + f(z0),
con el eje de ordenadas (y):

g =—2of"(x0) f(20)-

Llamo p = f'(z0), asi:

p es la pendiente de esta

—zop + f(wo)

g =
recta.
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d
Hemos visto que g = —zop+ fo = {_xd + 1} f
x

En termodinamica se define de modo opuesto (un

cambio de signo) debido a cuestiones historicas.

Lo podemos reinterpretar como que hay que dispa-
rar desde y > 0 hacia el ej X para que, al rebotar
el proyectil en el eje, salga tangente (rasante) hacia

la funcion f(x).

g (Transformada de Legendre o los “disparos rasantes”).

11.2. Como prodria haber razonado Hamilton

Hamilton conoce el trabajo de Lagrange. Recibe el trabajo de Legendre sobre su transformada y se

pregunta qué ocurriria si aplica la transformada al lagrangiano L. Obtendré una nueva funcién que

llamaré hamiltoniano, H, que contendra la informacion del lagrangiano: L A H
Mecanica cléasica 1D (1 dimension): L = %j@ —V(x)

L(z, &), la transformada de Legrendre depende de una sola variable. La variable que nos interesa es
v = & que es a la que vamos a aplicar la transformada. Como hay méas de una variable, en vez de usar

derivadas totales usaremos derivadas parciales.
. 0 0 m
H(p)=A L) = [vav - 1] L= [v(% - 1] (57) - V(m))

0
La nueva variable es p = a—L =mv — v= L
v

H(p) = vg(mv2 —V(z)) — (mv* = V(2)) = v(mv —0) — T2y Viz)= T2y V(z)

ov 2 2
Con la nueva variable,
1) =" (2) 1 v
p)= 2 \m v
?
H = = 11.3
® =L+ v (11.3)
Es H(z,p) constante en el tiempo?
dH dHdp dVdz 2p . dVdx P . " dv . Como i P
—_— = — —_—— —_—— —X 11 r=v=—
A  dpdt " dzdt 2mP T dwat  mP T A m’
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2+ S| = 2w+

dt mp dem dzx
dv
Newton: p= s —V'(x) = p+V'(x)=0
x
d o . . .
Por lo que e 0 — H(x,p) = cte del movimiento, con dimensiones de energia.

Con el Hamiltoniano tenemos otra formulacion alternativa a la lagrangiana y, ademas, ain més potente

que ella.
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Capitulo 12

Hamiltoniano vs Energia

Hay una relacién entre el hamiltoniano H y la energia E. Al principio suele
haber confusién entre qué es una cosa y otra, en este capitulo se intentara
aclarar estos conceptos antes de entrar de lleno en el formalismo hamilto-

niano.

12.1. Recordatorios

Transformada de Legendre

o) = Asm = [m ] ;a2

Funcion homogénea de grado cero: | FfQx) = A" f(x) |

Ejemplo:  f(z) = 2% es funcién homogénea de grado 2:

fl@)=a? = f(Az) = (\2)? = N2 = A2 f(2)

Extension a varias variables:  f(z,y, z) = 2% + y? + 3wz es funcién homogénea de grado 2:
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fOz, Ay, Az) = (Ax)2 + (\y)? + 3(A\z)Ay) = A2(2? + % + 3ay) = A2 f(x)

LYy

———— es funcién homogénea de grado 0:
22 + y2

Otro ejemplo:  f(x,y) =

B AT Ay _ )(ny o ry
O = e 0wp = Ry P

. Cual es la aplicacion de las funciones homogéneas?

Teorema de Euler

df of

f(z1,--+ ,xp) homogénea gradon — 13— +:--4+xp— = nf (12.1)
dx, ox,
Demostracion. (en una dimension)
fxz) =" f(x); y=Ar — f(y) = A"f(x) . Derivando ambas expresiones respecto de lambda,
0 0 in
a[f(y)] = a[)\ f(@)]
x
of (y) gz -
3y N = nA" " f(x), VA
x aJ;(yy) =\ (), VA
ParaA=1 — = ag;y) =n f(z)
Cuando y=12 — = 0/ (x) =nf(x) O
Ox
12.2. Energia cinética
m m _,
T = —v° = —v-7
2 2
> En coordenadas cartesianas:
V1 1 0 O U1
U2=U~17:<v1 Vg vg) Vg z(vl Vg ’Ug) 0 1 0 vy | = 0% + 03 + 03
Vs 0 0 1/ \us
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12. HAMILTONIANO VS ENERGTA Ignacio Vallés Oriola

1 0 O
I=10 1 0 es la métrica en el espacio plano R®

0o 0 1

T en cartesianas, T = (&2 49%+3%)

m
2

> En coordenadas esféricas:

x = r sinf cos¢
y = r sinf sin¢
z = r cosf

Para expresar la energia cinética en esféricas necesitamos:

T = rsinflcos¢ + rcos@écosqﬁ - rsin@sinqbq%
y = 7sinfsing + rcosf fsing + rsinfcose ¢ e S DI

2 = rcosf — rsinf 60

Tras largos calculos (que se recomiendan hacer, al menos una vez), se obtiene

P+ 9>+ 2% = #* 4+ 1267 + r? sin®0 ¢

Inciso-1 I Usando geometria diferencial (Cap 11 “Relatividad General” de Javier Garcia).
1 0 0
gi; = |0 r? 0
0 0 r?sin®0
T-T=gj; vt vi =10"0" + r? v90? + r?sin? 60 vP0?; om =7 0 = 6; v? = ¢
v = 2 4+ r2 02 4+ 2 sin6 432 llegamos, més rapidamente, al mismo resultado.
. m . . - .
T, en esféricas, es pues: T = ) (72 + 72607 + 7 sin®0 ¢* )

T homogénea de grado, tanto en cartesianas como en esféricas, por lo que podemos aplicar el teorema
de Euler:

m 0 0 0
T(vy,v9,v3) = 5(0%%—@%%—@%) Th. Euler | v, 8—1]14-1;2 8—1}24—’02 90 = 2T
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0 0 0
— — 6 — —=2T
Ovg T 8v¢ avT + 81}9 ¢ 0v¢

T (vr,v9,0p) = %(vf+v§+vi) Th. Euler +vg

v
—— " o,

— No todas las T son funciones homogéneas de grado dos.

El palo r esta obligado (motor externo) a oscilar.

restriccion?

1
& =sint | ¢ m La masa m se puede mover libremente por r, sin
! friccion.
|
I r
1 (Cual sera el movimiento de m sometida a esta
|
|

P ™ A
T en esféricas, con 0 = 5 y con 6 = 0,

T= % —&—7‘2921 +r2M ¢2) = 2( + 172 ¢>2)

Introducimos la ligadura ¢ =sint — T = %(r2 + 12 cos?t) = T(7), no homogénea:

T(M) = — ((A\*)% + r?cos?t) # A"T(r), no homogénea.

| 3

7 = (rcos¢,rsing) = r(cos(sint), rsin(sint)) — T no homogénea por aparecer ¢ explicitamente en

el cambio de coordenadas cartesianas a generalizadas y no se puede aplicar el teorema. de Euler.

Conclusion:

Si al hacer el cambio de coordenadas cartesianas a generalizadas (x,y,T — qi,q2,...) i no
aparece el tiempo t de manera explicita, T serd homogénea de grado 2 y se podrd aplicar el

teorema de Euler.

12.3. ;Es el lagrangiano constante en el tiempo?

. OL dq; OL 9q; _ " 9L . 0L
Lia. — Y4 - 73 . = .
(g5,5.1) Zaq] 5 13 Z J+;aqj i; +
. oL oL
Ecuaciones Euler-Lagrange: X ((%) = 87qj’
dL “~d (0L . oL . 0L d [oL . d ; L oL
df—;“(%) qj_F;a(jj qﬁat_;dt[aqj qf] 7 a Zaq] i
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12. HAMILTONIANO VS ENERGTA Ignacio Vallés Oriola

n

L . oL d oL . dL  d | & 9OL .
Invirtiendo dos términos, T @ Z 87% q; | — FTRRT, ; (r“)iqj g — L

oL d | /. 0L
o @ ;(qfaqj‘l)Lv

suma de transformadas de Legendre para las ¢;, a esto se le llama hamiltoniano.

" /. OL 17)
H(Q1a"'aQnap17"'7pn) = Z(qjd_]-) L 5 con b; = S

j=1

Al preguntarnos si el lagrangiano es constante en el tiempo hemos llegado a

oL dH

ot dt

(12.2)

(12.3)

pero el lagrangiano no tiene significado fisico, en cambio, el hamiltoniano si lo tiene pues tiene dimen-

siones de energia.

Cambiamos la pregunta: ; Es el hamiltoniano una constante del movimiento? (independiente del

tiempo).

La respuesta es que si L=0L(t) - H=H(t), perosi L#L(t) — H# H(t), H es una

constante del movimiento.

12.4. ;Es el hamiltoniano lo mismo que la energia?

Energia =T+V (H = E?7 — (H = T+V ? Nosiempre, solo en algunos casos.

T =232 4 i
Ejemplo: L = 2% 4 bi — ca? 2 . L=T-V
- 2 V = ca?
oL
Calculemos H =% i —L=i (mi+b)— (%9&—1—1):&—0362) = %jj—i—cxz
@

LH = E? %at—l—ch:T—l—V#%j:Q—kbi:—i—cxz — % Nolo es!

.Se conserva H?
) m ., . 5
Si, porque L # L(t) <L =5 + bz — cx >
H es una constante del movimiento, pero no es la energia.
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Ignacio Vallés Oriola 12.4. ;Es el hamiltoniano lo mismo que la energia?

Tenemos que, en este ejemplo, la energia depende de la velocidad:

m
E(t)=?¢2+caz2 + bi = H(cte) +bi = A+bi, A=cte

;Como puede ser esto si la energia se conserva?

=10

Se trata de un sistema en que desde otro se le pro-

porciona energia, bi.

En conjunto, ambos sistemas si conservan la ener-

L/ - gia.

ty / t, t3 t

E=A+b|v

E=A-b|v

m
En este ejemplo sabiamos, de antemano, que T = 59&2 + b& no es homogénea de grado 2:

T(\i) # N2T (&), no podemos afirmar que H = E.

oL
Hay repercusiones de ello en el hamiltoniano, H = va— —L
v

En qué condiciones en H = F

Si T homogénea grado 2 y V = V() <(())V = 0) =
T

oT
H:v%—L:H:va——L:[Th.Euler}:2T—L:2T—(T—V):T+V:E
v

En estas condiciones, T' homogénea de grado 2 y V = V (z), podemos asegurar que H = F
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Capitulo 13

FEcuaciones de Hamazilton

La formulacion hamiltoniana nos daré las ecuaciones de la dindmica. Vere-
mos qué son los momentos generalizados y hablaremos de los teoremas de

conservacion.

Hamiltoniano y transformada de Legendre. H(¢)

of
3%f

dy

—l—aHdt()
—dt (x
ot

H( i) ) zn: oL . I oL oL dH
q'L’ q'L’ - = aq.z q’L ) p’L - 8q.z 9 at - dt
13.1. Ecuaciones de Hamilton
of . 0f =
Sabemos que  f(z,y) — df = =—dz + ——dy; si df =ay*dz+ (z +4)dy —
O dy r+4==
Calcul la difi ial del hamiltoni H( Jis t) En:|: d 8IT[d
alculemos la diferencial del hamiltoniano, iy iy t) ¢ i+ ——
qi, q Z 9q; qi 3di q
Como resulta que (ecs. 13.1) Z 2, qZ L= ;piq'i — L(gi,gi,t), levado a dH,

n

dH = Z; [agji dp; + af{;f’d } —dL = z; [d:dps + piddi| — ar
= i
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Ignacio Vallés Oriola 13.1. Ecuaciones de Hamilton

oL oL
Incorporemos el diferencial de L(g;, g;,t) : dL = Z [ 3 dg; + — dq'i] + —dt, con lo que
qi 9q;

i ot

dH =) [Qidpi +Pid(1i] - {Z [g;;d(h + %d } + %fdt}

i=1 i=1

OL oL oL
dH = {Qidpi + pidg; — dz’]

o P e P a
dg " 94, 3td

Por las ecuaciones 13.1 y las de Euler-Lagrange,

d oLy _ oL — e = 2L or la trans. Legendre i( ) = Di; oL _.. oL _,.
94;i)  Og; Pi=9g P o8 Coa TR o, U g
n L
Eliminando las cancelaciones, dH = ;1 [ g; dp; — p; dg; ] -~ ()

Tenemos el diferencial del hamiltoniano expresado de dos forma distintas, genéricamente, a partir de las
variables de que depende (%) y a partir de su definicion explicita y de las ecuaciones de Euler-Lagrange
(que son el ingrediente necesario para conocer la dinamica de la particula, equivalentes a las ecuaciones
de Newton) (k).

= z": {quz‘ + M{ddi} + a7Hdt
Z g 84 ot
Comparando ambas expresiones,
oL

(o) dH =" | Gidpi — pida; | — Zlat
=1

Ecuaciones de Hamilton

OH . OH 0L OH
—_— P = ——— ademés — — = — (13.2)
Op; 0q; ot ot

gi =

En el capitulo anterior vimos que

oL dH
- = = (12.3)
ot dt
conclusion:
dH OH
— = == (13.3)
dt ot
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13. ECUACIONES DE HAMILTON Ignacio Vallés Oriola

. dH . OH ) .
Para ver si a cambia con t basta con calcular 20 comprobar si t aparece explicitamente en el

OH dH
hamiltoniano H, si no es asi, e 0= a — H constante de movimiento.

H constante del movimiento

H # H(t) = H constante del movimiento (13.4)

Reflexién:

— ;Qué es mejor usar L o H para resolver problemas?

— Sin duda, L, el lagrangiano, es mas sencillo para resolver las ecuaciones de movimiento.

— (Y para que vemos H?

— H es muy potente y si se desea profundizar en la estructura de la mecénica (leyes de conservacion

y simetrias) y extenderlos a mecanica cuantica o teoria cuéntica de campos en imprescindible

conocerlo (historicamente empezaron asi las teorias cuanticas).

13.1.1. Ejemplo de las ecuaciones de Hamilton

Ejemplo 13.1:

y El palo esta obligado (motor externo) a oscilar
0 = wt con velocidad angular constate 6 = w t
g La masa m se puede mover libremente, sin fric-
m cion, por el palo.
r . .
: (, Cual sera el movimiento de m sometida a esta
xr
6 ' restriccion?
x =rcosf = rcos(wt) & =7 coswt — wrsinwt
y =rsinf = rsin(wt) y = rsinwt + wr cos wt

="
2

((7 coswt — wr sinwt)? + (7 sinwt + wr coswt)?) =
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Ignacio Vallés Oriola 13.1. Ecuaciones de Hamilton

m
T= 5(7"2 cos? wt+r2w? sin? wthJﬂ’Q sin? wt+r?w? cos® wt+2r i wsi cos(wt))

T= 202 +r%?)

m
L= %(r2 +r2w?) — mgy = 5 (72 4+ r2w?) — mg rsinwt

Vamos a por el hamiltoniano H. Nuestra tinica coordenada generalizada es r:

0L _m Pr

oL
H:ﬁf—L:pﬂ*—L:pT%—[f2+%r2w2—mg 7 sin wt]

2
(3%x) — H :prp—r - % (&) - %r%ﬂ +mr rsinwt
m m

2
m
Pr _ —r2w? + mgrsinwt # F (13.5)

H = —/
m 2

2
H# E pues H#T+V yaque br %r%ﬂ #T
m

Vamos, ahora, a por las ecuaciones de Hamilton (ecuaciones del movimiento):

0OH H 0H H
Gj = — —>7":8—=£ Pj=—F5— ﬁpz—a—:mrzwz—mgsinwt
Opj Op m 0q; ar
. b . 2 2 .
G = = p = mrw® — mgsinwt (13.6)
m

Una estrategia para la solucion es , despejando de la primera de las ecuaciones de movimiento (ec 13.6)

= L , derivando, ¥ = L — p=m7 y sustituyendo en la segunda ecuacioén,
m m

mi = mrw? — mgrsinwt (13.7)

Obtenemos una sola EDO que se puede resolver, por ejemplo, numéricamente con el sw. adecuado.
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13. ECUACIONES DE HAMILTON Ignacio Vallés Oriola

13.2. Leyes de conservacion

D. 13.1:
Momento canénico generalizado

oL
9q;

Se llama momento canonico generalizado j o (13.8)

r
.

Bajo las siguientes dos premisas,

a) T es funcion homogénea de grado 2.

b) V solo depende de las coordenadas generalizadas g;

se cumple (en este contexto):

OH
» siH#H(q — p]:fg—zo — ‘pi es cte. del movimiento.‘
4j
dH O0H
» siH # H(t) — 52520 — ‘Hescte.eneltiempo.‘

Pensemos que deseamos construir una nueva teoria con las siguientes peticiones:

I Deseamos que nuestra teoria sea valida ahora, en el pasado y esperamos que también lo sea en el futuro.

II Deseamos que las leyes de nuestra teoria no dependan de donde se encuentra nuestro observador (ho-
mogeneidad).

III Y que tampoco dependan de su orientacion (isotropia).

Es decir, que las leyes que obtengamos con nuestra nueva teoria sean invariantes en el tiempo, ante

traslaciones y ante rotaciones.

La teoria de la relatividad especial de Einstein se basa en estas tres peticiones y, ademas, en IV) que
la velocidad de la luz , ¢, sea constante y que V) las leyes sean invariantes ante cualquier cambio de

sistema de referencia inercial.

Los postulados I), IT) y III) son béasicos para cualquier teoria fisica y segin se vayan anadiendo mas

postulados se obtienen una teorias u otras.
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Ademas, nuestras teorias, en los limites adecuados, deben reproducir lo que ya conocemos y funciona.
Las leyes de conservacion (y las simetrias, teorema de Noether que veremos en el proximo capitulo) son

conceptos muy profundos que nos ayudan, no solo a entender nuestras teorias, sino a la hora de explicar

nuevas teorias. Veremos (proximo tema) que para cada ley de conservacion existe una simetria asociada.

13.2.1. Ejemplo de los teoremas de conservacién

Ejemplo 13.2:

m sobre la mesa,
no influye la gravedad

coordenadas esféricas no hay friccién

m sobre la mesa (no influye g), sin friccion, unida al muelle k

En la seccion 12.2 vimos la expresion de la energia cinética en coordenadas esféricas,

="
2

( 72 + 1262 + 12 sin?0 ¢ ) En nuestro caso, = 7/2; § =0, tenemos:

T = %(Tz + r2¢?)

La energia potencial es, V =

|

2k
(1 /22 + y2 — a) = 5(7" — a)2; a = longitud natural del muelle.
. m .2 212 k 2
El langrangiano: L = ?(T +r?9?) — E(T —a)

Como T es homogénea de grado 2 (T(\i, \o) = N>T(7,¢)) y V = V(r) (pero V # V (7)), entonces,
H =FE. Como F=T+V, tenemos un modo sencillo de calcular el hamiltoniano:

; k
H=E=T+V =22 +1%% + _(r—a)’
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Para las ecuaciones de Hamilton, necesitamos calcular p, y pg:

oOH . . DPr oOH 2 . Do
= = = = — = — = — =
P o7 mr — r - Dé 90 mroe 10} p—-

Sustituyendo en el hamiltoniano:

_mopeNE Mmoo (P N2k 2 _ DPr Py k 2
H_5<E) +?7’ (W) +*(7’—0,) = — + +*(7’—0,)

. Qué se conserva aqui?

¢1 =71; ¢ = ¢ y vemos que H = H(r) pero H # H(¢) , por lo que podemos asegurar que
Py =0 — pg = constante del movimiento. Tradicionalmente se le llama, mr2q5 =L, = cte

Como H no depende explicitamente de t, H # H(t) — H = FE, la energia se conserva, es constante

en el tiempo:

m?2r? L2 k(r — a)? 5 ; ) 2
= = cte =i ; =mr
2m 2mr?2 2 P P
2 L? k(r —a)? d
Si despejamos 7 — 17 =4/ — |E— —= — (r—a) - , separando e integrando,
m 2mr?2 2 dt
m 1
1/—/ drz/dtzt—&—A(cte)
2 \/ L? k(r —a)?
E— _
2mr? 2

Integral que se puede consultar en tablas. El hecho de que E¥ = cte y que ps = cte permiten resolver

formalmente el problema.

En el siguiente capitulo veremos el importantisimo, en fisica tedrica, teorema de Noether: siempre que

hay una ley de conservacion es porque hay una simetria continua.
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Capitulo 14

Teorema de Noether 1/11

una matematica alemana, de ascen-
dencia judia, especialista en la teo-
ria de invariantes y conocida por sus
contribuciones de fundamental im-
portancia en los campos de la fisica
tedrica y el algebra abstracta. Con-
siderada por David Hilbert, Albert
Einstein y otros personajes como la
mujer mas importante en la histo-
ria de la matematica. En fisica, el
teorema de Noether explica la cone-

xi6n fundamental entre las simetrias

Emmy Noether Amalie (Erlangen,
Baviera, Alemania, 23 de marzo de
1882 - Bryn Mawr, Pensilvania, Es-

y las leyes de conservacion. A pesar
de ello, se le nego la posibilidad de un

puesto digno en la universidad por el

hecho de ser mujer.

tados Unidos, 14 de abril de 1935) fue

14.1. Ejemplo introductorio

Ejemplo 14.1:

m en 1 dimensiéon sometida a una fuerza F =

2a/x>, con la a un valor constante y positivo.

Tenemos un problema de repulsién desde el ori-
gen de coordenadas.
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Ignacio Vallés Oriola 14.1. Ejemplo introductorio

Pasos que vamos a realizar:

. Construir el lagrangiano.

. Buscar que cantidades se conservan.

. Buscar si hay algin tipo de simetria que nos lleva a otra cantidad conservada.

Con ambas cantidades conservadas podremos obtener la solucion del problema sin necesidad de resolver

ninguna ecuaciéon diferencial. Estaremos aplicando el teorema de Noether sin saberlo, pero nos servira

de motivacion.

—> 1) T=—i%* V=—[Fdz=-2afz3dz=az2+C; V(0)=0-C=0 = V=

—> 2) Como L # L(t) — H = cte
T homogénea 2 grado y V =V (x) (solodependedez) - H=FE=cte=T+V

m_2 a
E:T—‘,—V:—(B +7:Ct€
2 x?

La energia se conserva, ya tenemos una de las dos cantidades conservadas que buscamos.

—> 3) simetria — otra cantidad conservada. Vamos a estudiar la accion:

to to
s[z(t)] :/ L(z,&,t)dt = ( L # L(t) ) :/ L(z,&)dt, en nuestro caso,

tl tl

a

x2

(14.1)

Las trayectorias posibles que seguira la particula son curvas de la grafica x — t, la trayectoria real sera

aquella que minimice la accion, s[z(t)] minima.

Estamos interesados en estudiar la simetria, para ello vamos a inventarnos una curva z — t que no

coincidira con la trayectoria real: nos inventamos, por ejemplo la curva z(t) = ¢ (particula moviéndose

hacia la derecha a velocidad v = 1 = cte lo cual es imposible ante la presencia de una fuerza repulsiva

que la dota de aceleracion, se trata de una trayectoria no real, es inventada).
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At AT
4 + / 8 + /
2 + 4 +
X Y
+ -+ > + + >
2 4 8 16

Nuestra trayectoria imaginaria es z(t) =¢; £ =1; (m=1; a=1); t € [2,4]
4 4
1 1 1 1 3
t)| = 11— )dt=|=t+=| = —
o= [ (31 s =

t=92 1=4 y=4
Inventemos otra curva: y = 2x(t) = 2¢, con 7 =4t —

t=4, 7=16, y=8

._%_8—4 I
Y= A7 T 16-8 2 °

2

2
1/1 1 1
Calculemos la accion para esta curva: s[y(t)] = 816 [ () - 1 dr = |:T + -

——  jDa el mismo resultado! — ——

Hemos realizado una transformacion: x,t — y,7 de modo que la acciéon no ha variado, es invariante.

Esto nos hace pensar que puede existir una simetria, si la “accién” es invariante frente a una familia de

transformaciones.

Pero, si para pasar de x a y hemos multiplicado por 2, jpara pasar de t a 7 hay que multiplicar por 4

o elevar 2 al cuadrado? Planteemos una transformacion similar general y exijamos que la accién quede

invariante:

y(t) = Aa(t), 7= fN)t = slE@)] = sly(r)]
_ Ay _dyds _dydedi 1A
v =) = =4 =G T waa Ty T Y
dr 1 dt
donde hemos usado que 7= f(\)t — T =f(\) — ™ =3

De aqui, @:ﬁy:@%

to
Calculemos la accion sy(t)] = /
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d
Donde hemos usado, 7= f(A)t; A constante — dr = f(A\)dt — dt = 77—

T2 d 2 /\2
o= [ [ () )

Procedemos ahora a un cambio de notacion, que no de variable (para mejor comparar) : y <> z; t+< T

slz(t)] = /tt [Afzz& (if)Q - A;;;] at (14.3)

Para que la accion haya resultado invariante ante esta familia f(\) de transformaciones es necesario que

coincidan las ecuaciones 14.1 y 14.3:

(La relacion antes buscada era elevar al cuadrado y no multiplicar por dos.)

Acabamos de descubrir una nueva simetria continua (para pasar de unas coordenadas a otras usamos

un parametro real A que puede tomar cualquier valor) : y(t) = Az(t); T =Mt

Veremos que la existencia de una simetria continua asegura la existencia de una nueva cantidad conser-

vada.

La accion tiene una simetria continua que la deja invariante. Es un caso particular de lo que se llama

“simetria conforme” (leyes invariantes de escala), se vera mas adelante.

—— Vamos a imaginar una especie de “movimiento” dado por la simetria, podemos imaginar que dada
una simetria y una posicién « en un tiempo ¢, multiplicamos y obtenemos Az, A*t y observemos cual es

la “trayectoria”.

— A YZ
T N2l (t=1Lr=2) = (\20)=(X,Y) - Y=2VX ¢ X=- parabola.
t = A% 4

Veamos los valores de L en estas posiciones, pero, antes un pequeno cambio: nos gustaria que la posicién

inicial fuese cuando el parametro valiese cero y tenemos A = 1, para corregir esto se nos ocurre:

A=gle) /e=0<A=1 = A = e, facilmente derivable.
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SIMETRIA
A
2
AL = .L'_) — Ll
1 x
Asi, tendremos x — €° ; t — (e5)? = e*

2

Supongamos que este “movimiento” es infinitesimal, € << 1 — & =~ 0. Aproximaremos por polinomios

de Taylor de primer grado. Calcularemos dL en lugar de AL.

~(1+e)x(t
v e = o y=<1+€>x< : )
T (14 2e)t 1+ 2 1+ 2¢

Polinomio primer grado Taylor: y(e) = yo +¢'(0) - €

ol 12(i5) + 050 (5) () v

d
Hemos usado la regla de la cadena:  f (g(¢))" = ' (g(¢)) - ¢'(¢), ademas, d—f =

e=0

2T

y©)|._, = x<1+72€> - 49 d o = 2(t) — 23(t) ¢t

e=0

Sustituyendo el el polinomio de orden 1 de Taylor,
y(e) =y(0) + [z(t) —22(t) t] - €, pero y~ (1+e)z(t) — y(0) =x(t), luego
y(0) = a(t) + [x(t) — 20 x(t)] -«

Las ecuaciones de la transformacion infinitesimal son

yzm—i—(m—%t)e‘; ‘T%(l—‘rZ&)t‘ (14.4)

Continuemos nuestro calculo de la variacion de la accidn:

ma? a OL OL 2
_ — L = — — 0 = —_ roa
5 > — 0 o ox + % ox —|—ax3 ox +madx

x varfa desde x hasta y = x + (z — 2@t)e — dr =y —x = e(x — 24t)
t varia desde ¢ hasta 7 = (14 2e)t — ot =7 —t = 2¢t
Ademas, 0% = (0z) = [e(x — 2@t)] = e[ — 2(%t + )] = e(—2 — 24t), con todo esto,
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2a  4axt
22 3

a max 2a1t

Por un lado, (a — rru) =—L

0L =¢ [ —mi? — ij:éit}

22 2
2 dr 2\  dL
Por otro, L = m; - % - = %Zxa? —a(—22"%i — (mm + ;f) -3
dL d ,
Luego, 0L = 2¢ |—L—t- Tl = 2e a[—t L] (derivada del producto).

—— Vamos ahora a plantear un “movimiento real”, que no tendra nada que ver con la simetria. Pasamos

de un punto en que el lagrangiano vale L; a otro en que vale Lo, si el movimiento es infinitesimal

oL oL
tendremos que la variacién es 0L = —dx + =90

or ot

Anteriormente, dx y d& venian determinadas por la simetria ( dx = e(x — 24t); 6t = 2et ).

Ahora vamos a imponer que se cumplan las ecuaciones de Euler-Lagrange, que son el sello de garantia

d [OL 0
de que el movimiento respondera a un caso real: — [ — | = — , sustituyendo en §L,
dt \ 0% ox

d (oL oL_. d[[/0L o o
0L = % (ax) ox + %(533 =% {(&5) : 54 (derivada del producto).

Movimiento real 0L = g 8—L -0x
dt 0%

Tenemos que,

Movimiento de la simetria §L =& [—2tL]

Notacion: trayectoria real z(t); trayectoria de la simetria xg(t)

L
Real: §L(xzg,ZR,dx) = % [(%) -54 ; Simetria: dL(xg,%s,0xs) =¢ [—2tL]

Estas expresiones son distintas. Lo que se le ocurri6 a Noether fue imponer que las variaciones, en el
caso real, de las x fuesen las de la simetria dxg

d [0L
5L({ER,$R,§$S) = & |:gl‘ 5(175:| (145)

y, para la variacion de la acciéon en el caso de la simetria, imponer que x, y & satisfagan las ecuaciones

de Euler-Lagrange, que xs = xg; tg5 = T

4oy (14.6)

(5L((ER71"R,(5.%5) = & a[

Como los miembros de la izquierda de las ecuaciones 14.5 y 14.6 son iguales, su diferencia debe ser cero:
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d oL
14.6 - ec. 14.5 : = — | —2tLe — — = cte
ec 146 -ec. 145: — 0 g [ tLe ajdxg} (e =cte)

d oL
Por las ecuaciones de la simetria, dxg = e(x — 24t), con lo que 0= T [—2tL5 ~ % e(x — Q:tt)]

d L (x— 21t
Sacando ¢ factor comin y dividiendo por dos, 0= X [—tL - g— %}
Z

L d d i
Como g_x =maz, entonces 0= X [—tL —mz (g . xt)} =% {—tL — % + mi’2t]

. 2 d . 2 .
Sustituyendo el valor de L = m2x — % , 0=— [—t (ﬁ a ) _ meE + md:Qt]
T

dt | 2 2 x?
D. 14.1:
mxx ma3t at
Llamando Carga conservada, Q = =5 5
x

d
Si — =0 = = ct
ldtQ Q cte

Y ya hemos encontrado una nueva cantidad conservada, como sugerfamos en el punto —> 3) .

“Si hay una simetria del sistema, ello lleva consigo la conservacion de una carga (canti-
dad) que se conserva en el tiempo a medida que la particula avanza” : TEOREMA DE
NOETHER.

Deciamos al principio que el hecho de encontrar una simetria del sistema lleva asociada una cantidad
conservada, la carga conservada @), que junto con la energia F son dos cantidades conservadas que nos
van a permitir encontrar la ecuacién del movimiento de nuestro sistema sin necesidad de tener que

resolver ninguna ecuacion diferencial. Veamoslo.

Nuestras dos constantes del movimiento son:

0 = maxx ma2t at (14.7) B — ma? " a (14.8)
T2 2 x? ’ 2 x2 '
max mi?  a miz 2 1 4 1
= =2 ) =Bt s =2 Et)y=; i?=— Et)2—
@ 2 < 2 :E2> 2 v m(Q+ ):c’ * m2(Q+ )w2
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m . 2 9 2 9 a
§$2 =3 (Q+ Et)y? — (ec.148) FE= o (Q+ Et)* + .3
2 Et)?
Despejando, 22 = Ew + % y sacando raiz cuadrada,
:I:\/ 2 Q+EH?+ 2 (14.9)
T = —_— — .
m E E

Ya tenemos la trayectoria.

Los valores de @ y E se obtienen al imponer las condiciones iniciales:

mu a
E=E{t=0)=—2+—
( ) 2 +:L%
t=0—x=x0; v=v9 —
mugTo
Q=Qt=0)= ;
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Capitulo 15

Teorema de Noether 11/11

En este capitulo veremos es teorema
de Noether de forma precisa y segui-
remos con el ejemplo de tema ante-

rior.

Antes repasaremos lo que se entiende
por deivada direccional, importanti-

sima en el teorema de Noether.

15.1. La derivada direccional

Consideremos una funciéon de dos variables f(x,y) = 2 + y2, por ejemplo, y supongamos que pasamos
del punto A(1,1) a otro muy proximo a B(1.01,1) en su misma horizontal, direccion 7 = (1, 0).

La variacion de la funcién al pasar de A a Bes Af = f(B) — f(A) = f(1.01,1) — f(1,1) = 0.0201

Af Az — 0.0201
Az 001

=2.01; es decir, O0F = of ox
oz

Podemos interpretar esto como
of _Af _ 0.0201

dr Az  0.01

0.01 = 0.0201 y, para Az << 1 llamar

Si B no esta en la direccion horizontal a A, por ejemplo, si A(z,y) y B(z + dz,y + dy), tendremos que

0f = f(B) = f(A) = f(x+6x,y+0y) — f(x,y) = f(z+dz,y+6y)—f(2,y + 0y) + f(z,y + dy) — f(z,y)
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15.2. Teorema de Noether

O (L2 L L L (R, PN (CVRR.T LY (CR P ' S
x Yy Ox (z,y+38y) dy (z,y)
e of of
Para dx, dy infinitesimales, d&f = — éx + — &
ox dy
glln - n=k&
. ng =k 0w
n= (nzany) =k (dz,0y) —
ny =k 0y
! af of] 1
6f—k{nmax+nyay}—kn ?f

El cambio de la funcién f en una direcciéon 7 es

igual al producto escalar de 77 (vector direccion del

cambio) por el gradiente de la funcion g.

—

- ?, es la derivada direccional de la funcién f en la direccién 7.

Veamos un ejemplo de la derivada direccional aplicada a nuestra funcion f(x,y) = 22 + y2, simetria

cilindrica.

ii = (0,1)

C(v'2,0)

15.2. Teorema de Noether

f(wlaan"' 7xN)

Para r = 1, 22 + 4> = 1 — f = 1; para
r =42, 22 4+y> =2 — f = 2, son las curvas
de nivel de la funcién f.

Situados en la posicion C(v/2,0), la derivada en la
direccion tangente, 7 = (0.1) para un cambio infi-

nitesimal en C es:

6f‘ — ALV = (01 - (22 =
(V2,0)
0—|—2y‘ -0

(v2,0)

ﬁ - (nlanQa"'anN)

g _ (9 9 9 (15.1)
=\ Oz, Bxy’ ' Ozy
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15. TEOREMA DE NOETHER II/II Ignacio Vallés Oriola

La variacion de una funcion f siguiendo la simetria S es:
-7 _ of of
()5 = e Vf = (m)s ot o+ (Grn)s 5

Volviendo a mecénica lagrangiana, f(x1,z2,23) = L(z.2,t), luego

(6L)s = (‘;DS 5z + (%)S 5 + (‘Zf)s 5t (15.2)

En el ejemplo de simetria del capitulo anterior,

5t = e2t; b =ce(x—2&t) — L1 0k =e(d— 28t — 24) = e(—d — 2it)

m . a
Como, ademés, L= —i% — —

5 5 sustituyendo en la ec. 15.2, llegamos en el capitulo 14 a que
x

d
(0L)s = e —[—2tL]. Resultado obtenido con la simetria del capitulo anterior, para otras simetrias se
llega a otros resultados, a una derivada temporal de una cantidad que se le suele llamar K = —2tL,

asi, engeneral y para cualquier simetria se tendra:

(6L)s = & —|K] (15.3)

Si queremos calcular la variacién del laranginao pero imponiendo solo que se cumplan las ecuaciones
de Euler-Lagrange, (6L)g—1, y no exigimos nada al vector 7 (no imponenmos ninguna restriccion de

simetria), 0z, dy, dx puede ser cualsquiera y se llega (ver capitulo anterior) a:

d (0L oL
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d d /oL OL
(0L)s = ¢ &[K] (15.3) (OL)g-1 = e (895 (590) + ot 5t (15.4)
Simetria No simetria
x(t) cualesquiera x(t) Euler- Lagrange

Ambas ecuaciones son independientes. Noether hizo imponer la simetria y las ecuaciones de Euler-
Lagrange para ambas = (0L)s = (0L)g_1

Teorema de Noether para 1-dimension

e ¥ 5t)s Z—f + 4 {g—g (am)s] (15.5)

dt dt

d /0L
Si K=0y L#L(t) — 0 = Em (8 6ws) , que es una version muy simple del teorema de
@

Noether que suele aparecer en muchos textos.

Dada una accion, al hacer la transformacion de simetria, la accion ha de quedar invariante (si no es asf,

no se trata de una simetria), pero para culaquier cambio infinitesimal en la accion, ésta no es cero sino

ta
que da 55:/ dt%¢0
t dt

En la transformacion del capitulo anterior, y = M, 7 = A?t, la accién quedaba invariante, pero esta

no era una transformacion infinitesimal.

ta

Para transformaciones infinitesimales se cumple 65 = dt—— # 0 lo cual nos sirve para
t dt

saber si estamos ante una simetria. Se entenderd mejor con el siguiente ejemplo.

15.2.1. Continuamos con el ejemplo introductorio del tema anterior

Desarrollaremos lo que vamos a ver en 6 pasos

. . m., a
1. Continuamos con nuestro lagrangiano: L = 5 -
x
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2. La accién s es invariante ante la transformacion de simetria = todx; t — A2t

0t = &2t

3. Hacemos infinitesimal la trensformacion de simetria dx = e(x — 2it)

5% = e(—d — 2it)

4. Nuestro lagrangiano es, explicitamente, independiente del tiempo: L # L(t)

Con todo esto, el teorema de Noether en 1 dimensién queda como:

— = — (6
Edt di - (0z)s

dK d {8L ]
oz

Integramos, respecto a t, ambos lados de la ecuacion:
dK d [OL d oL

Como dx = e(x — 24t), en general, dz = ¢ ¢(t, x, &), podemos escribir

d [OL . .

0 = /& dt % ep(t,z, &) — EK:|, eliminando &,
d [OL oL

0 = —dt | = ¢ — — — ¢ — K = (@Q |, cargaconservadaen el caso 1-Dy L # L(t)
dt | 0% oz

5. Vamos a averiguar quién es K. Usamos nuestra transformacion infinitesimal de simetria:

-2
L=—i"-— — (6L)5222$5x—a(> ox

2 2 3

Es como derivar, 2 — 24 pero con variaciones x> — 2xdx
2a

(6L)s = midr + — oz
x

Imponiendo las condiciones de la simetria (punto 3), tenemos

2 % dait] d
(6L)s = mii (i — 2it) + — (& — 28t) = & [—mz’Q — 2miEt+ — — ax} = e [-2tL], como vimos en
xr X

el capitulo anterior. (dL)s = %—If —

3

6. Sustituir K en Q. (En nuestro caso, ¢ = x — 24t, visto en punto 4)
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oL . . . : m., a
Qf%qﬁfK7mz(mf2wt)+2thmx(xf2xt)+2t(§z fﬁ)

2at 2at
Q = mix — 2mi® + mi’*t — — = mix — mi’*t — — = cte

2 2

Veamos un ejemplo numérico para aclararlo un poco mas. En el capitulo anterior encontramos

m a 2 a
que para nuestro lagrangiano L = E:tz — —5, la ecuacion de movimiento era: x = \/ —(Q+ Et)2+ o
x me

Por simplificar, tomamos m = a = 1 y nos centramos en el punto en que t =0; = = 1; & = 0. En estas

condiciones @ = 0 y E = 1, constantes. Particularizando en la ecuacion de movimiento (u derivando):
T =1+ 22 n'czgxzi; f=—i=—->"pr — #(t=0)=
dt V1422 dt™ (14 2t2)3/2

En el espacio t, x, & Consideramos el punto
A(0,1,0) (t=0; 2 =1; ©=0)

2t . d. 2 2
1

Consideramos el vector 7 que vaya por la simetria,
fis = ( (0z)s ., (0y)s , (62)s ).

Nos situamos en el punto inicial A.

iia=e (2t _y (2=20t] o g (== 20t gy ) = £(0,1,0) (direccion cie o)

Vamos a calcular el cambio en la accién teniendo en cuenta las ecuaciones de movimiento (Euler-

Lagrange) y la simetria, en vector ha de ser 714 = 7ig(A) (m=1,a=1)
o 9 9 2a
L _ = - = 1 . —_—, ——, — = 1 . { - 1 2 =2
(0L)s, E—1L 7V €(0,1,0) (81%’ E 8:&) €(0,1,0) (O, xg,mm> €(0,1,0)(0,2,0) €

Esto atn no es el teorema de Noether. Vamos a verlo a continuacion:

Si queremos calcular (8L)s y g—1 , tenemos dos métodos, en el caso L # L(t):
d /0L
0L = — | — dxg| métodol
dt \ 0z
(6L)s y E—L * (L ;ﬁ L(t))
dK
0L = ¢ — método II
dt
En nuestro caso concreto, K = —2tL . Vamos a comprobarlo.

) d /0L
—> Método I: 6L = T <8x 5:55)
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0

0L = — (& e(x — 20t)) = elii(x — 2it) + i (2 —277)" J(1=0.2=1,4=0) = [2(1 — 0) + 0] = 2¢

—> Método II: 6L = ¢ %

d d P21 P21
SL=cl oL =2 (¢ (L - ) = o | T - = 4y
gl Edt[ (2 x2>] N *

2 2

=—-2[0-14+0]=2¢

15.3.

Teorema de Noether. Generalizacion

Teorema de Noether. Generalizacion

dK oL d | < oL
e — = (6t)s — — — (dg; 15.6
= 00+ g | L gy (Gws (15.6
Caso particular importantisimo:
Si L#L(t) — Q = ZZ—L ¢ — K con ql—% (15.7)
i=1 i

Para que esto sea cierto tiene que haber una simetria continua que deje la accion invariante.

15.4. Ejercicio propuesto
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ct’ = ~(ct — fx) 1
, con

x' = y(—PBct + x) 7o V1i-p2 Y

\%4
B8 = — siendo V = cte , deja invariante la accion.
c

Demostrar que la transformaciéon

Ayuda: al variar la constante V' tendremos una familia de transformaciones.

b) Encontrar las transformaciones infinitesimales.

Resoluciéon basado en las de Roger Balsach, Herick Lopez y David Torrez.

a), método I:

Vamos a demostrar que la accion es invariante s[z'(t')] = s[z(t)], esto ocurrira si lo es el integrando:

2 )
/ ! 7

t = ~(ct — / _
Ecs. de la transformacion: ¢ V(et = ) — <Ct> = ( v 75) (Ct> — X' = AX

' = y(—PBct + x) ! -8 v x

2
Al =12(1— B2 = — L (1 L) 1405340 Al= LadATy, AT =4 5 A1 = <7 75)

vzl U C? A B
1- 5

AL X — At Ax—Ix=x o ()= (7 B () L ) et = et + )
AR VAN 2’ = (Bet’ + )

Vamos a obtener las diferenciales de x y de ct teniendo en cuenta que t = ¢(t'.2’) y © = z(t', 2').

cdt=d (ct) =d [y(ct' + B2')] = ol ]dt’ + ol ]dx’ = yedt’ +ypdz’ =~ (edt’ + Bdz’)

ot’ ox!
’r_ / / _6[ ] 1o M ’_ / r_ ’ ’
dz’=d [y(Bet’ +2")] = 57 dt’ + 2 daz’ = yBedt’ + vda’ = v (Bedt’ + dx’)

2 dz \? (c dt)® — (d)?
1 2 : — P = 1 - I - T i =
Vamos a la accion: s[z(t)] 2 dt (c dt) dt (c dt)? a

f(cdt’ +ﬁd$’)2 —sz/(ﬁcdt’ —|—da:’)2 1 / /
B \/ Q(Z(cdt’ + Bda’)? - v(edt’ + pdz") =

_ V/A(dt)? + B2 (da’)? + 2Bedtdn’ — 23 (dt)? — (da’)? — 2Bedt’d’ ! e
= [T . (cdt4pdT") =

2 1 1 (dz2
— e - - 0 - ey 2 - \/ 2=p7 Gy - s L

C
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“/ d N2 d I\ 2 12
(dt')2 : 1 — 62( (if)/),_) At =4/1- (C;;) at’ = \/Z dt’ = s’ (t')]]

O
a), método II:

s @) - sla()] - ot =(ct - Br); o =~(—Bet + )
g W@t o' 9’ dt 0o dt’ R A

CdY dxdt ot dt Ox ot \ dt -

—1 1 -1
o2 (ot dt | ot'd ox' | ot' d ot dx B 1 ~p V8.1
- Or 8tdx+8xx +8t atﬁ{+8xdt _7{756_0}_7&0[7_01"_
B ve—~BE\ ! Be ve—~BE\ " _ gEe 18 cli =B & —Be
-7 e 7 c C fle—Bi)  Afle—pBi)  c—pi _1_%
ot ot ot ot dx ot ot ot ot vB .

’ ve ve _ Y i ve ve v v P _
dt _atdt+5d 8tdt+8 dtdt 8tdt+a adt = <3t+8 )dt (7 Cm)dt
z(c — Bx)dt
c

s[z'(t')] = ’/1— dt —/ \J -2 (f:gf) % (c— Bz) dt

[ (c_ Y oty [ e ST

ta
- / —m’y(:\/c2 + B2d2 — 2Bt — i? — 22 + 23T dt = / —myey/ (1 — B2)c2 — (1 — B2)a2dt =
t1

to 1 1 to -2 to -\ 2
= /t _mc\/M 2 - =P i?dt= /f —mey | 2 [1 — 3032] dt = /t —mc?y |1 — (i) dt =
1 L1 1

= s[z(t)]
O
——b):
' ) Vv 1 . )
ct' =~(ct — p.x); o' =~(—Pct+x) B =—; 7:7‘/2 Familia de transformaciones V'
c
e
T |4
t——=V r— —ct —tV
c 2
- - -5 L
C C? o C2
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t’ Aproximacion, polinomio de Taylor de orden 1:

t'(V) =t'(0) + 4 V o= &' =t'(V)-t(0) = ¢ Vv
dVily_o dViiy_o
0
x V2 x 1 —2y"
2 _T_(t gv) 2 | 2
2, /1- & B
ot |= 5 @ V= | _®
V2 1 c2?
e
V=0
2’ Aproximacion, polinomio de Taylor de orden 1:
da’ da’
"(V)=2'(0 — -V o' =2’ (V) —2'(0) = — -V
PV =H O+ G| Vs a =d W) -2 0)= G
)/O
2 1 -2
t\/1 5 — (v —vt) 5
C V2 C
41— —
’ C
ox’ |= 5 V= -tV
V2
V=0
o' =tV
La tranformacion infinitesimal es: x O
(5t/ = —g V

138



Capitulo 16

Teorema de Noether. Rotaciones

En este tema estudiaremos las rotaciones y como expresarlas como una trans-
formacion infinitesimal. Veremos que para lagrangianos de potencial central
e invariantes con el tiempo, la accién es invariante frente a rotaciones y que

la carga conservada en este caso (Noether) es el momento angular.

16.1. Teorema de Noether. Rotaciones

16.1.1. Otra forma de expresar el producto vectorial

Como vimos en el capitulo 7 (Potencial generalizado), hay una regla mnemotécnica para recordar las

componentes del producto vectorial,

c1 = agb3z — asby

Coy = agbl — a1b3 orden: 1231231 - -- y

Q
X
Sy
|
oL

c3 = a1by — azby

después del 1 va el 2, después el 3, luego el 1 de nuevo y asi. Para la componente 3 del producto vectorial,

por ejemplo, después de 3 vuelve el 1 y el 2, por eso aparece a1bs v luego, restando, al revés, asb;.

0 b1 agbg —a362
iTruco! : axb=|.--. 0o ... by | = | asby — a1bs
0 b3 a1b2 — a2b1

Obviamente, en la diagonal de la matriz deben haber 0 ya que en la primera fila de la matriz resultado

no hay b1, ni en la segunda by, ni b3 en la tercera. Razonando, obtenemos
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0 —as as bl agbgfagbg
axb = as 0 —a by | = | asbi—aibs
—ay  a 0 bs a1ba—asby

0 0 O 0 0 1 0 -1 0
ixb=a |00 —1| +a|0 00| +as 0 0
01 0 -1 0 O 0 0 O
0 0 O 0 0 1 -1 0
Gi = [0 0o -1 Go =10 00 Gs = [1 0 o T = (G1.G2,Gy) (16.1)
01 0 -1 0 0 0 0 O
0 —as a9
Conlo que a1G1+ asGa+a3Gs =1 as 0 —a1 | =a- 8, es una matriz.
—as9 ay 0
Finalmente,
ixb = (@ G)-b (16.2)
iOjol, 6-8 es una matriz.
Propiedad de las matrices G: GZT = —G;, i=1,2,3, son antisimétricas.

En el siguiente apartado vamos a ver que estas matrices tienen que ver con las rotaciones.

16.1.2. Rotaciones

Rotacion del vector 7, de angulo 6, alrededor del

eje de vector unitario n:  R(0,7)

1
Si no giramos, R(0,n) =1 = <O ?)

Una rotaciéon de un angulo infinitesimal €, en torno

al eje n, seré, aproximadamente:
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R(e,n) = I+e-M (nosabemos nada del valor de M) Al rotar ¥ un angulo 6 alrededor de 7 obtendremos
7': RO,n)r=7"

Obviamente, el médulo del vector se ha de conservar en la rotacion:

by
7 =|7'| — 7 7F=fF'-7'=(RF)-(RF). Como & E:(al a ag) by | =@ b,
b3
F-FZFT-FZF’~F/=F’T~F/=(RF’)T-(RF'). Es sabido que (AB)T = B*AT , por lo que

7 i=FT RTR¥ — RTR=1, Resortogonal. (R '=R")

=
)
>

NP - R(0,7) =1,V — para angulos pequefios ¢ << 1 2 ~0:

0
I +eMT(T+eM)~T — (I+eMT)T+eM)~T — [+eM+eMT + O] ~1

#0
Luego, 2@ (M+MT)=0 - M+M" =0 — ‘ MT = —M ‘ Las matrices M también han

de ser antisimétricas, como las matrices G;.

Rotaciones infinitesimales

R(e,n) = I+ eM /| MT = —-M

Una matriz antisimétrica de orden 3 tiene 3 grados de libertad, a;, a2, as de modo que

0 —as a9
M= a3 0 —a1|=-MT" luego M:EL’-B
—az al 0

%
Pero, algo tendra que ver el vector n alrededor del cual se produce la rotacién, sospechamos que M =

n- G, asi,

Rotaciones infinitesimales

Re,d) = I+ en- G

Para angulos pequenos, infinitesimales, podemos expresar el vector rotado como

Pl R(en) F=(I+en G)F=r + ¢l G- 7

1Para saber mas de rotaciones, consultar:
Grupos de Lie. Javier Garcia. https://www.youtube.com/c/JavierGarciall0
Apuntes del curso citado, Nacho Vallés, https://igvaori.github.io/
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Recordando lo visto en la seccion anterior, ‘otra forma de expresar el producto vectorial’, ecuacion 16.2,

podemos escribir:

Transformacién infinitesimal de una rotacion

7' ~ 7 + enxr, restando or =7'—T= enxr (16.3)

Y ahora, vamos a meternos con la simetria. Si la accién presenta simetria ante rotaciones podremos

aplicar el teorema de Noether para ver cual sera la carga conservada.

16.2. Ejemplos, funciones invariantes ante rotaciones

16.2.1. f=fr (V=V(r))

Ejemplo 16.1:

Supongamos una funcion f = f(r), depende solo del modulo de la distancia,

r=|f=22+y+22

Sometemos a f a una simetria de rotaciones 7, ecuacionlb.1:  §f = o7'- ?f =e(R xT)- ?f

Ox "or ~ ¥ dxr 7
_(9 9 9 2_ 2, 2, 2 9. or _ o _y
?f_<8m’8y’8z) rf=x+y" +z° — oy 2ray—2y—>ay—T
0 or or z

o5 _osor _ wor

ox or 0z r Or

of _ ofor _ yof _of 1 _of 1 .

oy  Oordy  ror - ?f_(‘)r r (@.y,2) = or r (2,y,2) 7

of _ofor _ zf

8z  Ordz  ror

CSF— (i _ (i ofl.__19f . o )
Asi, 0f =e(n xT) ?f—e(nxf) o = Cr (hx7)-7=0, yaque (nx7)-¥=0
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Inciso 1: (nx7)-7=0
h-F= ( [72 - 8] . F) -7 =0 (producto vectorial ec. 16.2)

Notacion tensorial: ng elemento de la matriz G; en la fila ¢ y la columna k& , por ejemplo,
GI2=0, G3' =1, G3 =1

LS . 2\ i ik ik -

nX71r = ( [72- 8] T ) F=Mm"-G"ry) -r; =Gl" rpr; =0 por tratarse de la contracciéon de un tensor
P ik e agps i . . . . . .

antisimétrico, G7", con uno simétrico, n'r;ry. (Hemos usado el convenio de Einstein, indices repetidos

se suman).

Inciso 2, (de otro modo) : (A X 7) -7 =0

-, -

(@xb)-b=0, yaque axb L b — (@xb)-b=0

Hemos demostrado que

1
Si f(r) = .= of =0 f invariante bajo rotaciones. (16.4)

Cualquier funcioén que dependa solamente de r (central), f = f(r) , va a ser invariante bajo rota-

ciones:

Conclusion ej.1 | f=f(r) — df =0, invariante bajo rotaciones infinitesimales

Ejemplo 16.2:

Supongamos ahora una funcion f que dependa solo de la velocidad,

f= £ (1) = £33 = f@)

143



Ignacio Vallés Oriola 16.2. Ejemplos, funciones invariantes ante rotaciones

Tenemos definidas las transformaciones infinitesimales de rotacion para las posiciones, §7 =¢e n X 7,

pero no para las velocidades, ¥. Como variaciéon y derivada conmutan,

0
oLl d d . d L L L L
6v:6r:(67)25(5?):5£(nxf‘):5 txr—i—nxr =¢ (A X 7) =&(h x 7)

Transformaciones de velocidades bajo rotaciones infinitesimales:

6% = e (A x ?) (16.5)
Ahora tendremos df = dv - ﬁ, ﬁ7 of , pero eso no es el gradiente de f.
Ov, Ovy’ Ov,

Como v? = v? —|—:z:§ +0? = % : 205—1;[; =2v, — % = %m y anélogamente, (%, %

Of of of\_ (9v0f 9vof ovof = (e k)_f_lﬁ (va,vy,0) = 2 2L

v, vy’ Ov, ) \ vy Ov’ Quy v’ v, v ) \v ' v v v TV T v o

0
Luego, 5f:517~1g17’, sustituyendo d; ec. 16.5, 0f = 1 ﬁ nxav =0
v Ov v Ov
Conclusién ej.2 ‘ f = f(v) — &f =0, invariante bajo rotaciones infinitesimales

16.2.3. f=fr,) (L=L(r7))

Ejemplo 16.3:

Ahora suponemos que f depende solamente del modulo de la distancia r y del médulo de la

velocidad v,

f:f(rvv)

ov,’ 5‘ " Ov,

5f=5r-?f+5u.<8f 9f 8f) -

10f L Lof
<[P+ G e

Conclusion €j.3 ‘ f=f(r,v) — 4&f =0, invariante bajo rotaciones infinitesimales
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Todo lo visto en estos tres ejemplos tiene una repercusion directa en el lagrangiano:

Si L =

% v? — V(r) = L(r,v) = 6L=0 (16.6)

Los lagrangianos de potencial central son invariantes bajo rotaciones infinitesimales.

dK
Si S es la transformacion de simetria por rotacion, por el teorema de Noether (6L)g = 0 = a

K = cte = 0 (normalmente se toma cero).

16.3. Teorema de Noether para lagrangianos de potencial central

Teorema de Noether para L # L(t)

n
} oL 0q;
Si LAL(t) = Q= s-¢:;—K; con ¢="2 (16.7)
= 0di
En nuestro caso, ¢ =7 X 7, por lo que Q = @dﬁ + %@ + @¢3
0T Yy 0z
1 = Nar3 — N3T2 9
P2 = nzr1 — N3 - Q= %(nzm —n3ra) + a*y(nsﬁ —nirs) + &(nﬂ”z —nary)
$3 =mnir2 — N2ty
(riy=mx, 7o =y, r3 =2). Agrupando en ni,ng, ng :
oL oL oL oL oL oL
Q=m l:yaz.;_zayi|+n2 [Zajj_xﬁé]—'_ng [ﬁay—yax] (16.8)

Usando la nomenclatura de la formulacion de Hamilton, estas derivadas parciales son los momentos

oL
conjugados generalizados (ec. 13.8) , 90 = pi, de este modo,
4qi

Q = ni[yp. — zpy] + na(zpy — xp.| + ng[zpy, — yps|, donde las expresiones entre corchetes no son mas
que la expresion del producto vectorial de veer x p,

— i (X ) = (16.9)

d d
El teorema de Noether, en el caso L # L(t) y K = 0, sabemos que d—? =0= T (ﬁ : f)
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0

dQ ~ d/. =\ d AT S . = s
dt—()—dt<n-L)—E§-L+n-L—n f,Vn—> f—O — f—cte

Teorema de conservacidon del momento angular para lagrangianos independientes del tiempo e

invariantes bajo rotaciones.

16.3.1. Usando notacién de Relatividad General. Vectores de Killing

Volviendo a la ecuacion 16.8, la podemos expresar como 51 -+ no 52 -p+ng f_;; -p, dado que

d - d -
:077v 9 V P V — - _':0’ J— _’:07
Q ny N2 ns dt§1 D dt§2 P

ocurrir que

Vectores de Killing

—

& = (0,—z,2); & = (2,0,—x); €& = (—y,z,0) (16.10)

= ’]’Ll
é} -p = 0. Para que se cumpla esto ha de

Q
4d
dt

Vectores de Killing rotacionales de la métrica, aquellas simetrias que dejan invariante la métrica

bajo rotaciones.
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Capitulo 17

Teorema de Noether. Buscando

simetrias

Veremos que es lo que ocurre cuando L = L(t) y, también, qué hacer si dado

el L no sabemos si hay o no simetria, si hay alguna forma de calcularla.

Teorema de Noether en 1 dimensién (ec 15.5)

dK 8L  d [OL
Si LALY) = Q = ‘;—i 6 — K; ¢ = (5?3 (17.2)

17.1. Reformulacion del teorema de Noether

Ejemplo 17.1:

T
Supongamos que nos dan el siguiente lagrangiano L=L(t) : L = e**m bl (17.3)

Para este lagrangiano no sabemos si hay o no una simetria y se puede intentar averiguarlo usando el
enunciado del teorema de Noether en 1-d. Otra alternativa consiste en manipular la ecuaciéon 17.1 para

hacerla mas vistosa: Reformulacién del teorema de Noether.

L dH
0 = ——, por lo que el Th. Noether 1.d queda

Vimos en las ecuaciones de Hamilton (ec. 13.2) que i q

Ccomo:
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dK dH d [OL ) .

6@ = —(5t)s¥ + T L’?ws] , teniendo en cuenta la derivada del producto,
dH d d . .

7(525)5@ =— {dt [H(0t)s] — Hdt(dt)s} , sustituyendo arriba,

dK d d d [OL

dK d d
S = Hy G5+ 5 | 5 G0)s - H @]

dK d d [OL

Supongamos que tenemos mucha SUERTE, entonces, probablemente la simetria (si la hay) sea tal que:

K _ g ley, =o (17.5)
T dt: 'S T '

En estas condiciones, automéaticamente hay una cantidad conservada que ahora sera

Q = gi(ams—ﬂ(st)s] (17.6)

dK 1 .
Veamos que significa esto de tener SUERTE, ecuacion 17.5, (51; — H%(Ot)s = O)
dt dt

K L L L K
Recordemos que 4K viene del (0L)s lo cual implica que (§L)g = (5308— + 5ta— + 53%8—, = Ed

dt Oz ot ot dt ’
. . . oL oL ., OL d B
por lo que la ecuacién ecuacién 17.5 sera: (§x)5% + (515)5@ + (§x)5% - Ha (6t)s =0
Recordando la definiciéon de Hamiltoniano en 1-d, ec 13.1, H = a—x - L
Z
OL oL .. OL OL . d . )
(0z)g o + (0t)s 5 + (0%)s 5% <8xm — L) % (6t)s = 0,, sacando (d)g factor comin,
oL oL d oL d
4 — ot)s — od — & — (ot — L — (6t)s = O 17.7
(Ga)s 5 + (t)s o+ ((0d)s — & 5 (00)s) 50 + L 3 (@0 (177)

d

Atencién: Ala expresion ((5L)S - T

(0t) 5> muchos autores le llaman simplemente 0% es

solo cuestion de definicion y en este curso no se va utilizar esa notacion. Para nosotros, 04 = = (0z).
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Pues bien, el factor SUERTE va a querer decir que si somos capaces de encontrar (dx)g, (6t)s, (0)s
que cumplan la relacién 17.7, que parece una monstruosidad pero luego veremos que no es para tanto
al aplicarlo al ejemplo 17.1. La recompensa es que tendremos de inmediato la cantidad conservada, ec

17.6.

El teorema de Noether reformulado queda como:

Teorema de Noether 1-d reformulado

d [OL
=% {a (6x)s — H (5'5)5}
(17.8)

* Si probasemos este método con el lagrangianao del ejemplo introductorio del tema 14 (Teorema

i2

de Noether I/II), L = m? — % no tendriamos SUERTE, el primer miembro del teorema de
x

Noether reformulado no seria cero y ) no seria una cantidad conservada. El teorema completo si

se verificaria, por supuesto, pero no daria cero, no habria suerte, no habria cantidad ) conservada.

{Como saber si usar el teorema de Noether, 17.1, o el teorema de Noether

reformulado 17.87

La respuesta es sencilla: si L # L(t) = teorema de Noether, 17.1; si L = L(t) = suele

ser mejor teorema de Noether reformulado 17.8.

17.2. Busqueda de la simetria

Nuestro objetivo es saber cual es la simetria (si es que la hay), (dx)s, (dy)s, (dz)s y ojala que
tengamos SUERTE, podria ocurrir que hubiese simetria y no tuviésemos suerte (comentario anterior *).

Las transformaciones infinitesimales tienen la forma:

(0x)s = € f(=x,t); (0t)s = e g(x,t)

N7 TV S % PN R y ion £ 0% o 0f
De ahi, (6a:)5_5f—5<8xx—|— 8t> = e(fz®, ft), usando la notacion f, = o v fi = 5t

149



Ignacio Vallés Oriola 17.2. Busqueda de la simetria

.2
Recordemos nuestro lagrangiano, L = eMm=—, calculemos las derivadas parciales necesarias y calcu-

lemos el primer miembro de la ecuacion del teorema de Noether reformulado 17.8

> Primer término:

oL oL

> Segundo término:
oL | i? oL PV
Ef)\e m?%(&)gaf&:g/\e m

> Tercer término:

((%)S—jf%(&)s = E(fg;x'—l—ft)—i%(eg) = e(fod+fo) —de(gaitge) = elfod— fi—gad” —dg] =
6[(]& - gt)‘i - gwa}Q + ft] - ((57;)5 - aj(fllt((;t)S) % = E[(f.L - gt)'j: - gwj:Q + ft} e)\tmi' =

[(fe — go)i? — gud® + fri]eMm

> Cuarto término:

d 2
a(ét)s =egl = sge’\tmx—

L
2

Con todo esto, nos preguntamos si el primer miembro de la ecuacion del teorema de Noether reformulado

.2 .2
17.8 sera cero: ¢ {g)\eMTnac2 + [(fz — g1)d? — g2 + fei] eMm + ée”mxz} =0

Para cada curva z(t) que sustituyamos tendremos una ecuacion distinta, parece que tenemos infinitos
grados de libertad. ;Como podremos asegurar que esto sea cero para cualquier curva x(t) que nos

inventemos?

Escribamos esta ultima expresion agrupando en potencias de z,

?

i [2f)) + &% [gh+2(fo —g0) + 4] + 3% [~2.] =0

Para poder asegurar que esto sea cero para cualquier curva x(t), es necesario que los coeficientes de las

potencias de & sean todos cero.

7]
th:O—)af{:()*)f:f(x) (5x)S zsf(x)
—2¢, =0 — % =0 - g=g(t) — Transf. infinitesimal (6t)s = eg(t)
GA+2(fe —gt) +9=0 (6i)s = e (fod + fr)
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La tercera ecuacién anterior, que provenia de hacer cero el coeficiente en &2, la podemos escribir como
gA+2f(x) —2¢'(t) + ¢'(t) = 0, es decir, tenemos la ecuacion diferencial g\ +2f'(x) — ¢’'(t) =0, que,
en principio, puede parecer muy complicada pero realmente no lo es: ¢'(t) — Ag(t) = 2f'(x) es una EDO
de variables separables, F’'(x) = G'(¢), cuya tnica solucién posibles es que F'(z) = G(t) = cte = K, asi:

(@)= K = | f@) = tw

EDO dg 1 Adt Be* — k
") — Ag(t) = K — - ==K+ %f/ /dt% t)= ——
g'(t) — Ag(t) Lorden " 975 ] T g(t) 3
. . At _ 1.
(% / kid;g = / dt — % In(K +Xg) =t+A—=In(K +X\g) =tA+ A\ = k+ A\g = eMeM = BeM — g(t) = ¥>

B
Una familia de soluciones para g es g(t) | = Xe’\t = | CceM — X

k k
Con todo ello, tenemos que (dt)s =¢ <Ce’\t - A) , porloque t' =t+e¢ (C’e’\t — >\> que es nuestra

transformacién infinitesimal para ¢.
; At : , k k
Sit>>1 — Ce™ >>1 — imponemos C = 0, con lo que ¢ R:t—eX — (dt)s = —e5

k

k
Ya tenemos nuestras variaciones infinitesimales de la simetria, (dx)s =e—x y (dt)s = —e -

Hemos tenido SUERTE, el primer miembro de la ecuacion del teorema de Noether reformulado es cero,

OL
luego hay una cantidad Q = i H(dt)s = cte, particularizando (eliminamos los & por sencillez),
xS

Q:—(%S H(dt)s = mx2x+H)\, como H_%m_Lze/\tmi‘i—B)‘t%i:ie)‘tmj;Q’
i 59 M@ .
sustituyendo en Q. Q= & cle=e TE[xm + 7} — multiplicando por A = cte,

x m
Q = cte = e’\tE[A:bsc + #2]. Comprobemos que es constante:

Qe

- %[Ae”(u«x +32) + M(Niz + \i? + 20i] = %e” \2iz + Ai? + Nix + Ai? + 23]

Q= %e/\t [2A3% + N2ix + (A\x + 2#)i]. Veamos las ecuaciones E-L del movimiento:

d oL 0L Mo\ N Mo D . .
%95~ o2 —>dt(e mx)—0—>/\e mié+e’mi=0 — \M+Ii=0 - & =—-Azx
Sustituyendo Q:) = —eM2Xi? 4+ N2ia + (A 4 22) (=) %\ + X407 — XAT — %\

Efectivamente, hay una cantidad conservada a lo largo de la trayectoria de la particula.
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17.2. Busqueda de la simetria

Recapitulando:
.2
Para L = e m =
2
La cantidad conservada es @Q = e % (\ix + 3%) = cte
x
0x)s = € = A
Debido a la simetria (6z) 2
(0t)s = —¢

(6z)s = sgx = 5%95

Por simplificar, como k = cte cualquiera, hemos tomado k = \ y, entonces, k \
(6t)s = ey = ey =€
Como L = L(t) — H # cte (% = —%) Nuestro lagrangiano solo es cinético, L = e”%jzg =T

cuando hemos calculado H ha coincidido con T', por lo que H = L. =T = FE, pero no es constante.
Hasta ahora, en todos los casos que hemos visto ocurria que F = H = cte, ahora ya tenemos un

Caso en que esto no ocurre.

A
Nuestra transformacion infinitesimal de simetria es (dz)g = e-z y (dt)s = —¢, pero jcudl es la

transformacion de simetria finita? En el capitulo 14 vimos que la transformacion de simetria

T — Ax y t— M\t daba lugar a la transformacion infinitesimal (6x)s = e(x — 2it) y (0t)s = &2t

Buscar la transformacion finita de simetria asociada a una transformacion inifinitesimal dada se puede

hacer de varios modos, vamos a ver dos de ellos: A) método de las congruencias finitas y B) método de

entender qué es lo que estd pasando.

17.2.1. Btsqueda de la transformacioén finita de simetria conociendo la trans-

formacion infinitesimal

—— A) método de las congruencias finitas
A
Ay (6z)s =egz y (ft)s = —¢
Parametrizamos la curva de la simetria,

(t(s),z(s)), el vector unitario tangente a la tra-

yectoria es

. A (e
X0 " \ds’ ds
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x
Cerca de s = 0 — (t = 0,z = 0), si sumamos la cantidad ¢ (—1 + 5)\> iremos a un punto
T
infinitesimalmente cercano: (to,zo) — (to,%0) + € (—1 + 5)\) = (t.z), slempre que s << 1.
T
Podemos interpretar el factor (—1 + 5)\) como una especie de velocidad, x = xo+wvt, tangente

x
a la trayectoria, el vector n = <71 + 5)\), tangente en todo momento a la trayectoria. Vamos

a buscar la congruencia, la curva cuyos vectores tangentes son los 7.

dt
dt dz x —S:—l — t=—-s+A
wa) =) o d )
— =—x —x = Be2*
ds 2

t=—-s+tg (A=t
Para s =0 — (to,x0) — o ( 0)

)

T = zpe2® (B =)

por lo que la transformacion finita de simetria es:

—— B) método de entender qué es lo que estd pasando.

En un pequefio paso ¢, pasamos de una posicion (t,z) a otra(t’, z’), en dos pasos ¢ llegaremos
at’ a"), y ast:

(6t)s = —¢ t'=t—¢ t' =t —e=1t—2 2
(0z)s _ 2 - z’ ::r+€iz - z” :x’+séx’ = 1+sé x+séx =z 1+5§
2 2 2 2 2 2

Para llegar al punto final (¢, 2%) necesitaremos realizar N de estos pasitos £ y tomaremos
limite cuando N tienda a co. Como Ne =s — ¢ = s/N

tF=t—gs

N . e — SA/2
mF:x<1—|—S/\) - 1\;E>HW<1+2N> T
N2

saa\ Y sA/2\ N N lgo\ "
lim (1 + 5—) r = lim <l + ° / ) z =g, ya que  lim <1 + a '(10) — ealgo
N—o0 2N N—oc0 N O—o0 O

Finalmente, la transformacion finita de simetria es:

Que coincide, obviamente, con la encontrada con el método anterior.
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Hay otros métodos para encontrar la simetria a partir de la transformacion infinitesimal, como

el de los vectores de Killing.

Comprobaciéon de que la transformacioén finita encontrada por ambos métodos es realmente

una simetria.

t'=t—s—t=t+s; dt/ =dt

7 = 1’6)‘5/2

to
s = / Ldt, como dt = dt’, la accion es invariante si lo es el lagrangiano.
t1

m
L=eM42

2
2

i‘/:dix/:ﬁdixlzl.dix,:iemﬂ N Jbze—%sdix/ 2 = A dia:’

dt’ dt’ dt dt dt’ dt’

A4 as (42 L P
Luego, L=e S)—e ™| — | =eM —2'“ =L", invariante.
dt’ 2

Luego efectivamente la transformacion corresponde a una simetria. O
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Capitulo 18

. Qué es una transformacién canénica?

Las transformaciones candnicas bésicamente son un cambio de variable para

. . . OH ) 0H )
pasar de las hamiltonianas ¢ = — y p = ——— a unas nuevas variables

Op dq

@ y P. Pero no se puede hacer un cambio de variables cualesquiera, hay

que seguir unas normas y esto es lo que veremos en este capitulo.

18.1. Transformaciones candnicas

1 1
Supongamos que tenemos un hamiltoniano H = —p? + =¢?, donde ¢ y ¢ son las variables conjugadas

2 2
. OH
oL ) ) q= aip = p
= — ). Las ecuaciones de Hamilton, en este caso, son OH
a4 ; - _

q:_aiq_ q

Imaginemos que realizamos una transformacion  (¢,p) — (Q, P), de modo que, por ejemplo,

1
Q=¢ - q=v/Q y P= 52 — p=2Pq=2P+/Q. Sisustituimos en nuestro hamiltoniano:

H(a.p) = Ha(Q, P).p(Q, P) = 55 + 3¢° = S@PVQP + 5 (V@) =2P°Q + 5Q = K(Q. P)

Nos preguntamos si el hamiltoniano expresado en estas nuevas variables, K(Q, P), cumple las ecuaciones

de Hamilton (Q = %ﬁ P= 7% . La respuesta es NO, solo se cumpliran en determinados casos.
En los casos en que las transformaciones efectuadas sobre las variables determinen una nueva expresion
q p

del hamiltoniano que cumpla las ecuaciones de Hamilton, se les llamara transformaciones candnicas.
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La pregunta que ahora nos surge es: dada una transformacion a efectuar, ;codmo saber si va a ser o no

una transformacion candnica? Esto es lo que vamos a ver en este tema.

Requisitos para que una transformacion de coordenadas, H(q,p) — K(Q, P), sea candnica:
a) H=K

b) las ecuaciones de Hamilton han de tener la misma forma en las nuevas variables.

Veremos un ejemplo para un caso sencillo, de 1 dimensién. La generalizacién a méas dimensiones es

inmediata.
Transformacion en 1-d: @=0Q(a.p) . Derivando respecto del tiempo,
P = P(q,p)

o_0Qd 0Qdy_0Q 00, 0Py oPdy 0P op.
Togdat T opat aglT opt Togat " opat aglT ap?
9@ 9Q 0Q 2q
) dq  dp | /g dq  Op

Matricialmente, ] = “]; llamamos M = , matriz jacobiana.
Y)o\ep op |\ or op
dq  Op dq  Op

Notacion SIMPLECTICA: (=, Z, J, M)

vector z:<q> — z:<q>, Z:(Q> — Z:<Q> = 7 = M3:
D D P P

Vamos a imponer ahora las dos restricciones de la definicién de transformaciones candnicas a la trans-

formacion que deseamos efectuar: (¢,p) — (Q, P)

a) H(z) | =H(2(Z2))=| K(Z) Nuevo hamiltoniano.

Como en las ecuaciones de Hamilton aparecen derivadas temporales, impondremos como requisito que

. . 8H . 0K
%(H(z)): %(K(Z)) L O, 0K o B=Ms - s

_M'
9. "~ oz 9z a9z " ?

—— b) Se conserva la forma de las ecuaciones de Hamilton para las nuevas variables.

OH
. OH OH . q 0
= —: p=——— matricialmente — | | =
TP dq <p> —{—H
q

Para que la expresion tenga méas simetria, podemos escribir:

OH
qa\ _ 0 1 O (0 1
<?> = (_1 O) J }_} llamamos J = (_1 0)

g
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oH
j o, OH DH
zZ= (Z) =J 887]% =J v <(())2 es un Vec‘(or)
dp
0K 7
o | — ;2K OK o
Para Z=1J 87K J 77 <0Z es un vector
oP

Como el producto escalar de dos vectores se puede escribir matricialmente usando la traspuesta de una
- b

matriz, d-b= (a1 ag) . <b1> =T b, analizando las dimensiones de las matrices, podemos reescribir

2

matricialmente la condicion del requisito a) como:

OH . 0K oH\" OK\"

—i=——=Mz — — | === Mz

i (%) <= (%)

Recopilemos las condiciones de los requisitos para que la transformacion (¢, p) — (Q, P) sea canonica:

oH\" K\ " OH OK

=) .z = [==) Mz s — J . 7 o= J =

@) <8z> : (az) = b E =T %5 T 9z

. . . . . . OH 0K . )
Nuestro interés esta en despejar de aqui las expresiones B y 97 Despejando en b) y sustituyendo
z

0H I 9H 0H . 0K
ena) s=J— — J =0T —= : analogamente, J 7 = —

0z 9z 0z 0Z

Al llevarlo a a) y teniendo en cuenta que (AB)T = BT AT y que 7= M3z,

(J)T: = (J'2)TMz = (J7'M2)TMz, ecuacion que debe cumplir la matriz M para que la

transformacion sea canodnica.

Como JJT: 0 1 0 -1 = 10 =] — JT:J717
-1 0 1 0 0 1

llevando este resultado a la expresion anterior:

T =20 Y =202 =202
(J MMz = (J"MHTMz = 2" MY ()Y Mz = 2MTIM2

Luego: 2'.Jz = 2zt MTJM =, por lo que

J = MTJM | (18.1)

Condiciéon que deben cumplir las transformacién (g,p) — (Q, P) para que sea candnica

[requisitos a) y b)]
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De esto deduciremos un TEST para discernir sobre si una transformacion dada es o no canénica. Como
|J] = 1, el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta y el determinante del producto
de matrices (cuadradas) es el producto de los determinantes, tendremos,

1=|J| = |MTIM| = |MT||J||M| = |MT||M| = |M|* — |M|=+1. Tomaremos |[M| = 1 para que
ademas se conserva el area en el espacio de fases (veremos esto méas adelante).

2Q 0Q
dq Op
(g,p) = (Q,P) es transf. canénica si |M| = =1 (18.2)
o°P OP
dq Op
_ 2 _
Veamos si nuestra transformacién inicial, @ (i — =Ve , €s 0 no canodnica.
P =3p/q p=2PVQ
0 0
?Q an 2¢ O
M= 8% 3£ ={-»p 1 — |M|=1-0=1 — sies una transf. candnica.
9 op 2¢> 2

Para comprobarlo vamos a tomar un hamiltoniano cualquiera (lo visto para llegar a la condicién anterior

es valido para cualquier hamiltoniano, no se ha impuesto ninguna restriccion sobre el hamiltoniano).
1 o : :
Sea H = Epz + qu (hamiltoniano del oscilador armonico).

Las ecuaciones de Hamilton en las coordenadas (g, p) son:

g=p y p = —q (18.3)

con lo que ya tendriamos nuestra teoria, nuestras ecuaciones del movimiento.

_ 2
y Q=q q=Q
Hacemos la transformacion 1p — ,
3y p=2PVQ

1
con lo que el nuevo hamiltoniano toma la expresion K = 2P2Q + EQ .

Las ecuaciones de movimiento de este nuevo hamiltoniano deben ser totalmente equivalentes a las
anteriores.

Q :% = 4PQ y P = oK _ —2p2—|—} (18.4)

i Son realmente equivalentes las ecuaciones 18.3 y 18.47
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18. ;QUE ES UNA TRANSFORMACION CANONICA? Ignacio Vallés Oriola

Q=¢ Q = 244
De nuestra transformacion tenemos que 1p — P 1pg — pq , sustituyendo
T 2gq T2 ¢
. 1p .
294 =45 4" =2pq = 4 =p
q

lpg—pi _ 1(p\* 1

s =2 (%) +5=pa—pi=-1 ¢ =pi=¢ —=p=—q O

2 q 2 \q 2

Luego si son equivalentes ambas ecuaciones de movimiento, la transformaciéon efectuada es canénica,
como ya sabiamos al ser |[M| = 1.

Para el caso de maéas variables este procedimiento es muy costoso y, en los préoximos capitulos,
veremos otra forma mejor de hacerlo.
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Capitulo 19

Funciones Generadoras de

Transformaciones Canodnicas

En el capitulo anterior vimos que para que una transformacion de coorde-
nadas (q,p) — (Q, P) sea canédnica le imponiamos tres restricciones: a) que
H = K, b) que las ecuaciones de Hamilton sean equivalentes y c) que el de-
terminante de la matriz M sea positivo. = Esto implicaba que J = MT JM
y que |M|=1.

En este capitulo, nuestro objetivo va a ser determinar la forma de todas las
matrices M que hacen que se dé la implicaciéon anterior en sentido inverso,
<=, pero esto solo es posible si introducimos la dependencia con el tiempo
para las nuevas variables Q(q,p,t) v P(q,p,t) y si, ademéas, abandonamos la
idea de que H = K.

19.1. Funciones Generadoras de Transformaciones Canodnicas

Q:Q(qap7t)
P—P(q,p,t
(a,p.t) T MTIM
) H=K- <
Y M| =1

b) mismas ec. Hamilton
c) det(M)>0
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1
Veamos un ejemplo, consideremos el hamiltoniano de la particula libre, H = 2—p2 y la transformaciéon
m

2 0Q 0Q 2
Q=5 o | [z °
— M= = - |M|=1,
2 oP 0P 0
P=z4 dq  Op 2

se trata de una transformacion canénica. Nos preguntamos ahora: jes lo mismo H que K?

. 0K . 0K
K ha de ser tal que cumpla las ecuaciones de Hamilton @Q = 2P y P= —%

Veamos primero cuales son las ecuaciones de movimiento para el hamiltoniano y las variables iniciales:

OH
p=— =0
1 %
H=—p* > . Ecuaciones que nos serviram de guia para encontrar K
2m
._OH _»p
= dp m
12 _ 1 2
Para las nuevas variables, —
2 - 2, 2
P:t—zq P_2|:_t3 +t2p]

Como — , sustituyendo en la expresion anterior,
2 t2
P = — = —
24 p=5p

2 1,1 Pt2 2 t4
0 1p PP 20 v,

) — ¢2 s

@ 12 2 m 2 t 4m
4P 2,

T3 2t

Las ecuaciones de movimiento expresadas en las nuevas variables son:

2 t4 . 2

Q=4+ im

(Cual es el hamiltoniano K que reproduce estas ecuaciones de movimiento?

Usando las ecuaciones de Hamilton,
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2 2 p2
W, Lp 9K, k- /<+P>dP Mpy LI

t " 4m- 9P 4m 2
2 oK
——P=—— - K= | —dQ=—
t oQ / @= Q
2Q 2 p? 2P
Hemos obtenido un resultado contradictorio, por una parte k = TP + 4—7 y por otra K = —Q
m

Inciso 1:

Al integrar ecuaciones en derivadas parciales con dos variables hay que admitir que en una de ellas

aparece una constante de integracion que puede depender de la otra variable (y del tiempo)

Haciendo lo indicado en el inciso 1 para la primera de las ecuaciones integradas,

2 t2 P2 2P
Q P+ ——+ AQ,1) y, de la otra ecuacion, K= TQ

K=
t 4m

Para determinar A al hacer que coincidan ambas expresiones lo hacemos derivando ambas expresiones

respecto de @)

0K 2P . 0A 0K 2P . 2P L 0A 2P L At 0

R — —_— —_— — _— —_— = — = Ccle =

90—t Taq Y 80 ¢ t ToQ ¢

Tomamos 0 como valor de la constante ya que, en este contexto, no se ve afectado el resultado, tanto

H como H 4+ A con A = cte dan lugar a las mismas ecuaciones del movimiento.

El nuevo hamiltoniano (con las nuevas variables) es:

2QP t? p?
K — Ll 19.1
t + 4m 2 ( )

Comprobemos si obtenemos el mismo hamiltoniano si en H(q,p) cambiamos a las nuevas variables

1 1 (Pt ¢
(Q,P): H = %p2 = % (2) = 87P2 # K NO coinciden.

) t? 2
CONCLUSION: La transformaciéon candénica @ = 5@ P = t—Qp cumple el requisito b) que las

ecuaciones de Hamilton la misma forma que en las variables originales, cumple c) que det(M)=1, pero
no cumple a) que H=K. Pero esto no constituye ningtin problema, basta con tomar K en la ecuacion
19.1.

El problema es que en la mayoria de ocasiones no nos dan la transformaciéon canénica para simplificar

el problema, la hemos de encontrar nosotros. Para ello vamos a ver las siguientes herramientas que seré

un truco para obtener las transformaciones canénicas facilmente.
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Segun el principio de Hamilton, todo sistema fisi-
co dado por un hamiltoniano H con variable q y p
evolucionara en el tiempo de modo que la variacién

de la accién sea cero:

ta
s :/ L(q,q,t)dt — 6s=0

t1

Si el sistema es observado por otro ser con otro
hamiltoniano K y otras variables Q y P, con to-
do derecho este observador pensara que su siste-
ma va a evolucionar de modo que ds = 0 con

s= /tz L(Q,Q,t)dt

t1

Vamos a expresar la acciéon en forma hamiltoniana: H =pj— L — L=pq— H

to to .
8y = / (i~ H(@,p.0) dt; s = / (PQ — K(Q.P,1)) dt

tl tl

Ha de ocurrir que s, =08, 5, =0 —  0(s, 0 —Sp0x) =0 —

- 0= 5{/t2 [(quH) - (prK)] dt}é{/t2 [[pli*PQJrK—H]} dt}

t1 t1

:5{/:2 {pj(i—P(ﬁ—i—K—H} dt}z&{/tg[pdq—PdQ—i-(K—H) a1 }:0

t1

Inciso 2:

Para f = 2%y® — df = 2zy%dx + 32%y2dy

B B
/ df = / (2zy*dx + 32?y*dy) = - - - = ntmero
A A

B

B
Por otro lado, / 1df = f| = f(B)— f(A) = zhyh — 2505
A

B B
Es decir, / df:/ 1df
A A

A

Podemos convertir nuestro integrando en la diferencial de una funcioén, si fuese

5 /tz[pdq—PdQJr(K—H)] - 6[/ 7| = 5t = 1)) = & (mamero) = 0

ty
df
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t1 y to son numeros fijos por el principio de Hamilton. Segun el inciso anterior, se trataria de la variaciéon

de un naimero, de una constante, y daria cero.

Necesitamos, pues, que ‘ pdg — PdQ + (K — H) = df ‘ y esto es basicamente el truco que

andabamos buscando.

Si df = %dx —+ %dy — f = f(z,y), en nuestro caso serd f = f(q,Q,t), ademaés, tendremos

que:

or _ . o

_ of _
Bq_p’ BQ_

—P; = K- H
ot

Esta son las ecuaciones que nos facilitaran el trabajo como veremos més tarde en un ejemplo.

Supongamos que estamos interesados en cambiar la dependencia de f para que en vez de depender de
Q lo haga de P, por ejemplo, esto es posible con la transformada de Legendre:

o o
f@) — 22 55w, com y=2L ydespejando ©=a(y)
ox ox

Atencién, cambio de nomenclatura para coincidir con lo que se puede ver en los textos. Lo habitual es

llamar F} a la funcién y F5, F3,... a sus transformadas de Legendre, de este modo:
dFl(anat) = pdgq — PdQ + (K—H) dt
oF oF, oF,
a5 = P; — = —P; — = K- H
9 " 0Q T

Apliquemos la transformada de Legendre para el cambio @ — P (este ejemplo es muy valido para ver

la utilidad de la transformada de Legendre)

OF OF
aTgl — Fy, con — = —P, asi, Fy(q, P,t) = Q(—P) — F; = —QP — F,. Vamos a por dF}

F,=Q 20 ~

dFy(q, P,t) = — d(QP) — dFy = —QdP — PdQ — dF, = — Paq — QdP — (pdg — Pdq + (K — H)dt)

dFy(q,P,t) = —pdq — QdP — (K — H) dt

Como la variacion de una constante es cero independientemente de que en la integral del inciso 2 hayamos
ta
puestos un 1 o cualquier otro nimero, § (/ (—1)df> = 0, para evitar este incomodo factor (—1) de
t1

los dF; tomamos (—1) como constante, de este modo,
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19.1. Funciones Generadoras de Transformaciones Canonicas

F2(an,t) = QP + F

dFy(q, P,t) = pdq + QdP + (K — H) dt

Podemos trabajar con distintas variables, llamaremos  Fy(q,p,t); Fa(q, P,t); Fs(p,Q,t); Fu(p, P,t).

Se puede demostrar que:

Funciones generadoras

Fi(q,Q,t)

dFi(¢,Q,t) = pdg — PdQ + (K — H) dt
8F1 8F1 81‘7‘1
dq aQ ot

Fy(q, P,t) = QP + F,

dF;(p,Q,t) = pdg + QdP + (K — H) dt

8F2 8F2 8-FI2

= p; = Q; = K—-H
dq opr ot
F3(p,Q,t) = —pq+ Fy
dF3(p,Q,t) = —qdp + PdQ + (K — H) dt
OF; OF;3 OF;

= —q; = —P; — = K-H
dp aQ ot

Fy(p,P,t) = PQ —pq+ F;

dFy(p, P,t) = —qdp + QdP + (K — H) dt
8F4 8F4 8-F14

= —q; = Q; = K—H
op oP ot

19.1.1. Ejemplo de generaciéon de transformacién canénica
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Ejemplo 19.1:

1
Buscamos una P para que junto con () = — formen una transformacion canénica. ;Cual de las

cuatro funciones generadoras seré la més adecuada?

Truco para seleccionar la funcién generadora, nuestras variables ® y © deben estar relacionadas por

una ecuaciéon que las relacione y que se cumpla:

oF © oF
— = y — = D
(7]m 0©
oF . 1 .
En nuestro caso, a0 =Q vy e = b ylarelacion es @ = —;. Hay dos funciones genera-
q

doras que cumplen estas condiciones, F» y F5. Lo haremos con ambas, se trata de encontrar P:

OF; OF; OF, O0F3
) R T P 1A
8FQ 8F2 3F2 1

F — = — = — = F, = P={ =dpP
P og P T ap @B /Qd /qu
Como Fy = Fy(q,P) — ¢ y P son variables independientes.

OF: 01 01

Derivando respecto de la otra variable relacionada (en rojo): 8_(]2 = WQ_Q dP = / R dP, por

tratarse de derivadas parciales.

OF: 2 2 0
8_2 = / - dP=—-—+ M , constante que se suele tomar cero.
q q q
L 0F,
Pero la funcion generadora es tal que v p, por lo que tenemos que:
q
2 pg’ g )
p=—-——=P = P= 5y la transformaciéon buscada seria:
1 pq®
= — P = ———
Q pe 2

Comprobemos que efectivamente se trata de una transformaciéon canoénica, calculemos la matriz jaco-

biana M para ver si tiene determinante 1.

9Q 9@ 5
dq Op - 0
M= = 3‘1 7 - M| =1-0=1,
or 9P —51"12 Y
dq Op

si se trata de una transformacién canonica.
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OF; OF; OF; / / 1
F 2 — —°—_-_Pp = — =—q — F3=— dp=—-[| —= d
op T B0 op 4 3 79p NG) p

Como F3 = F3(p,Q) — p y @ son variables independientes.

Derivando respecto de la otra variable relacionada (en rojo):

sa=-[aa@ )= [ @) =30 P+ By

OF:
Como Fj es tal que =3 = —P, tenemos
0A
1 1 11\ 1
_-N-3/2 —_P 5 P=_"= —-3/2y _— _ = - — a3
5@ SP(Q77) P\ 2 5 P4
Y la transformacion es:
1 pq®
q 2
Coincide con la anterior y es una transformaciéon canoénica.
19.2. Ejercicio propuesto
¥ ¢
H = 5 + Bl Queremos efectuar una transformacion canénica de modo que H = K.
Cual es la @ que debemos elegir?
¢ P
Hgp) = L+ 5% -  K@P) : K=Pi ;Q?
aF 2 2
Como H#H(t) y K#K(t) — E:O > H=K = %4_%:13

Recuadrado aparece la relaciéon entre Py p o Py ¢q. Podemos acudir a cualquiera de las dos funciones
generadoras Fy(q, P) o Fy(p, P), en ambos casos se trata de averiguar quien serd Q. Aunque no es

necesario hacerlo de ambos modos, lo haremos para que sirva de comprobacién que ambos son buenos.

OF: OF: 2 2
a—Q:p; a—PQ:Q; %Jr%:P%p:\/QPf i Fy(q,P) qy P vbles. indeptes.
q
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%:p:\ﬂpfqz — FQ:/pdq:/«/QPfqdq
q

_8F2_i — _ i — _ 2P _ dq _
Q‘Tp‘ap/va qdq_/apv2p qdq_/zmdq_/m_

CV: ¢=+2Psind
dq = V2P cosf df

0 50
V2P cosf df = / cos 9 €57 19 =

1
p— —_— d p— —
/ V2P —2Psin%0 V1 —sin?6 cos

:/d&:&:arcsin 9 |- arcsinL = Q
9 q2+p2 q* + p?
2 2

Comprobemos que efectivamente se trata de una transformacion canodnica, calcularemos la matriz jaco-

bina M y comprobaremos si su determinante es 1.

9Q 9Q
2 2 Jq dp
(¢:p) — (Qzarcsin;lz,P:(12+])2> M=
q-+p oP OP
dq Op
L@ TP - gl
87(2: 1 21/q2+p2 _ /q2+p2 q2+p2_q2 _ p2 _ P
dq L 2 q2 + p? VeI - (P4 VR 12 p@+p?) P>+ ¢
q2 +p2
0 2p
—g—
0Q _ 1 2V 2 PP —qp _ e _ =
o o7 ¢+ P+ - (@ +p) Ve +p? @ +p?) e
q2 +p2
p —q
or opP 24 2 212 p —q
o =45 oo =D M= |p"+tq¢ p +gq — |M|= — = O
dq dp q » ] ?+p* pPtg?
Efectivamente se trata de una transformaciéon canonica.
OF OF 2 2
374:_613 T;ZC% %"'% =P - q:\/Qpi—; Fy(p, P) py P vbles. indeptes.
P

5’8—2‘4:—97:—\/2P—q2 — F4:—/qdp:—/\/2P—pdp

_O0hR _ 0 ([ - _ {9 spran— 2P _ dp_ _
Q_ap_ap( /md”>_ /aP 2P—pdp= /2w/72prdp_ /\/7213*;0_

169



Ignacio Vallés Oriola 19.2. Ejercicio propuesto

: p=+V2Psi
_ CV: p=+2Psinf :_/ 1 VAP cosfdl — — cosf dez_/COSHdez
dp = V2P cos ¢ df V2P — 2Psin® 0 V1 —sin?6 cos

. p . p
=— [df=—-60=—arcsin | —| — | —arcsin—— = (@
/ 2 PP Va® + p?
SR

Comprobemos que efectivamente se trata de una transformaciéon canoénica, calcularemos la matriz jaco-
bina M y comprobaremos si su determinante es 1.

9@ 9Q
2 2 dq  Op
(¢,p) — <Q=—arcsin2p2,P:q2_|_p2> M=
Va©+p oP 9P
dq  Op
0 29
P S
Q_ 1 VE+P AP —P _ 4ma g
v P ¢+’ VE+p2 =2 (@ +p2) V@ +p? dd+p?) g
q2+p2
2p
LV +pt —p s 2, .2 2 2
Q _ 1 2V +p* Ve +p? @ +p*-p ___a _ 4
9p P ¢ +p? Ve +02 =02 (@ +p?) V@ +p? a@+p?) PP+
q2+p2
p —q
oP oP p _g?
— =gq; — = M=|pP+¢ p*+q? - |M|= - =1 O
g = ¢ op =P ' : M=~ s 2

Efectivamente se trata de una transformacion canoénica.
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Capitulo 20

Corchetes de Poisson vs cuantica

Definiremos los corchetes de Poisson, estudiaremos sus propiedades y vere-

mos la intensa relacién que guardan con la mecanica cuantica.

20.1. Corchetes de Poisson

Supongamos que tenemos una funciéon f(q,p,t) = gp* + 2t, por ejemplo.

En mecanica hamiltoniana podemos imaginar un
espacio formado por las coordenadas ¢ y p llamado
espacio de fases, de modo que la representacion
de la f en el espacio de fases da lugar a una curva
parametrizada ¢(t), p(t). Pero si ademds se cum-
ple que ¢(t) = % y que p(t) = —%, entonces
esta curva es la curva “real” del movimiento de un
sistema fisico. A cada punto de la curva definido
por su q, p, t le correspondera un valor de f. Es-
tamos interesados en saber a qué ritmo cambia f
a medida que avanzamos por la curva en el espacio

de fases, f

; _of.  of.  of oy OH o 0H
flg,p,t) = an+ 6pp+ ot Como ¢(t) = ap y p(t) = g tendremos

dfdH  9f0H  Of

T'=%qop " opoq T ot
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; 0H OH
En nuestro ejemplo, f = gp® + 2t, tendremos f = sz_ — 2qp8— +2
P q

Podria ocurrir que tuviésemos un hamiltoniano H tal que f = 0. Estariamos ante el curioso caso de

tener una funciéon f que dependiendo explicitamente del tiempo ¢ no varie con el tiempo, f = 0.

i i i i6 ion 2L oH _ 9f oH
Investigando este tipo de cosas es como Poisson debié darse cuenta de que la expresion q 9p oy 94

aparece con mucha frecuencia y por ello decidiria bautizarla como corchete:

{AB} = —— — ——— (20.1)

Asi, la evolucion con el tiempo de cualquier magnitud f expresada en el espacio de fases f(q,p,t):

of

= (20.2)

f={f,H} +

Para mas dimensiones, el corchete de Poisson se define como:

", 0AOB 0A 0B

A,B} = = 20.3
4, B} Z 0q; Op; Op; 0q; ( )

=1

Con esta definicion, Poisson revolucioné la mecénica tedrica y, ademas, abrio6 las puertas para la mecénica

cuantica, la teoria cuantica de campos, etc.
En esta definicién esta codificada la estructura méas profunda de la mecéanica teorica méas alla de ella

misma. Para mostrarlo estudiaremos las propiedades del corchete de Poisson y lo acompanaremos de

ejemplos para ver la potencialidad del mismo.

Inciso 1.

Notaciéon SIMPLECTICA :

T
En 1-dim: 2z = <q>7 en n-dim: z = (q1 qQ  Gn pP1 P2 - pn) , con una transfor-
p
T
macién canodnica, Zz(Ql Q - Q. P P - Pn) .
OH OH
. fa\ | ap | _ o9 | _ ,0H (0 1
En 1-dim: z-(q)- _@ =J 8_ =J5, con J_<—1 0
9q op
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0 0 1 0

En n-dim: J = 0 Inxn Para 2-dim, J = 0 0 01

—Inxn 0 -1 0 0 0

0 -1 0 0

Corchete de Poisson en notacién simpléctica, para 1-dim:
0B 0B 0B
0A 0A O 0A 0A 0 1 En 0A 0A N
A B == —_ —_— = _— _— — JE— R

4B (aq 019) OB <6q 3p> (—1 0) 9B <6q 0p)J 9B
dq dp dp

Corchete de Poisson en notacion simpléctica

() = (25 (22) 0

ATENCION, esta definicion vélida para z, jlo es también para Z, después de efectuar una transformacion
canodnica? Si no lo fuese, la definicién anterior no tendria ninguna utilidad, cambiar de z a Z lo podemos
interpretar como un cambio de sistema de referencia y en fisica las definiciones han de ser universales,

que las formulas conservan las forma ante un cambio de sistema de referencia.

(Es {A, B} invariante bajo transformaciones canénicas?

A 7 0A A A 7
Regla de la cadena, %z = g—zg—z, dimensionalmente, (gz)m = (ZZ>2H — (gz>212 =M,
9@ 0Q
con M = gj gﬁ , por lo que % =M g—g y analogamente %—f =M g—g
dq dp
. dA dA aaN" oaN"  roA\"T .
Trasponiendo, 5 =M 7 — ((%) = <M GZ) = (82) M

Llevando estos resultados a la definicion simpléctica de corchetes de Poisson, ec. 20.4,

0ANT OB oAN" . OB 0AN" OB N
wn-(5) 7 (5)-(z) v (z)-(3) 7 (&) e

aANT OB aAN\T OB , .

Luego, | — J|[— ) = [|— J | — | y el corchete de Poisson {A, B} si es invariante
oz oz o7 o7

ante una transformacion canodnica. O

La importancia de esto junto a las propiedades del corchete de Poisson que veremos a continuacién,

definiran un Algebra de Lie! (las magnitudes que se conservan dado un H (6 L) forman un algebra de

Lie).

L https://github.com/igvaori/Grupos-de-Lie/blob/main/GRUPOS-DE-LIE.pdf
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Ignacio Vallés Oriola 20.2. Propiedades del corchete de Poisson

20.2. Propiedades del corchete de Poisson

[ {4,B} = —{B,A}] (20.5)

04\" (o8N] _ (0B\" o (94) ¥
0z 0z -\ 9z 0z )

(Y ()< ;

2 (2 (%)

0z 0z

T
= Donde, 1) (8A> Jkxk (83) = {A,B}1x1 = ntmero — {A, B} ={A, B}"
1xk kx1

T
v (8 <02

| {0A+8B,C} = o{A,C} + B{A,C}| o, B=cles (20.6)

{aA+3B,C} = [a(aAJrﬁB)rJ <8C) = (aaA +58B)TJ <8C> =

0z 9z 9z oz 9z
)3 (65) o () (55) oo (2259
= a{A,C} + B{B,C} 0
] {AB,C} = A{B,C} + {A,C} B \ (20.7)

1) 2)

{AB,C} = [0(AB)T] J(0C) = [(0A)B + AOB)]" J(8C) = [B(dA)T + A@B)T] J(3C) =

)
= B(0A)TJ(00) + A(0B)TJ(0C) = B{A,C} + A{B,C} 3: A{B,C} +{A,C}B |
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» Donde 1) Para mayor comodidad en la demostracion, escribiremos el corchete de Poisson en la forma:
0A\" (0B
ATJoB) = (— | J|—
earsom ~ (5) (%)

» 2) Ay B son escalares (funciones), AT = B, BT = B

» Y 3) El resultado seria cierto si AB = BA, si las magnitudes conmutasen, pero puede haber parejas
de magnitudes que no conmuten, que AB # BA. Para prevenir estos casos, como hemos puesto en el
enunciado de la propiedad el producto AB, siempre que aparezcan juntas A y B pondremos A a la
izquierda, premultiplicando, y B a la derecha, postmultiplicando.

P4.-

Identidad de Jacobi {A,{B,C}} + {C{A,B}} + {B,{C,A}} ‘ (20.8)

Permutaciones ciclicas A —+B—-C —+A—B — ---

La demostracion de esta propiedad se deja como ejercicio (al final del tema).

Ejercicio para mateméaticos: demostrar que para cualquier operacion (A, B) definida de modo que cumpla
las propiedades 1) a 4) del corchete de Poisson y tal que AN # BA (no conmutativa) inexorablemente ha
de cumplir que (A,B) = K (AB — BA), con K = cte.

Este teorema codifica el transito de la mecanica tedrica a la mecanica cuantica.

La mecénica teorica, que proviene de Newton, nos conduce al corchete de Poisson con sus cuatro propie-
dades. A principios del s. XX se inventa en MQ (mecénica cuantica) un sustituto del corchete de Poisson
abstracto, llamado [A, B] . Segun el teorema anterior, [A, B] = K(AB — BA) que da lugar a la mecéni-
ca cuéantica a los valores discretos, a que hay que trabajar con operadores autoadjuntos (formalismo de
Liouville) que se pueden diagonalizar y dan lugar a una base ortogonal de funciones {fi(z), f2(z); ---}
que tienen asociados unos valores propios {A1, A2, ---} que son numeros reales y que Heissemberg dijo
que correspondian con las medicilones (cuantos) de los operadores autoadjuntos (observables). Se vio que

la constante del teorema es k = s
i

Vamos a jugar e inventar una nueva teoria con la ayuda de este teorema.

dq T Ip T

=2 0 1 — 1 0 1\/0

En mecénica clasica (MC), {¢,p} = | % 9q || — =1
) \-1 of\E 0/ \-1 o/\1

Se pede comprobar que {q,q} =0 y {p,p} =0

Estamos interesados en crear una nueva teoria tal que ¢ — 0; p — A y {q,p} — [0,4A] que cumpla las
tres relaciones anteriores: [0,A] = 1(0A —AD)=1; [0,0]=[A,A]=0

{Quienes pueden ser O y A?
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Queremos que sean operadores lineales que actuen sobre funciones: O(Af + pg) = AOf + pOg y lo mismo

para A\.

Una posibilidad sencilla (estamos creando una teoria nueva para probar como funciona esto) podria ser:

o= % y A = x. Son operadores lineales:
ZNf+pg)=r2f+ulyg; T(Af + pg) = A f + pxg

Comprobemos que se cumplen las tres relaciones del corchete de Poisson:

— [0,8lf =0Af - A0f = Z@f) —aZf=@f) —af = f+af —zf =f, ¥f—[0,4]=1

52 2 7 "

— [A,4]f = [¢,3]f = 32f —eaf = 2*f —2*f =0

Con nuestra eleccién para nuestra teorfa, O = a% y A = x podemos llamar a la energia cinética
z’ ) . k 0 ) o
T= 5, ¥ energfa potencial a V' = 5952 0 lo que nuestro operador energia en esta nueva teoria seria
p=2 k2 ( logia a la MC donde T = p?/2m y V = k/2 22)
= — - 5 Oor analogla a la ondae = m = x
2m 2 0x? E & v Y

La transicion de MC a MQ se hace con AB # BA y trabajando en C (no en R). En MC: {¢,p} = 1, al

cuantizar la teorfa se tiene, en MQ), [¢, p] = —ih, que en el limite cuando h — 0 reproduce el caso clésico.

20.3. Ejercicio propuesto

Demostrar la identidad de Jacobi:

{A{B,C}} + {C{A,B}} + {B,{C,A}}

Identidad de Jacobi  {A,{B.C}} + {C,{A4,B}} + {B,{C,A}} =0

Corchete de Poisson {A,B} = 0AT J 0B

{A{B,C}} ={A,0BTJoC} = 0AT Jo(0BT JoC) = (0J =0) = dAT J[00BT JOC + dBT JOOC| =
0AT JOOBT JOC + 0AT JOBT J00C = {A,0BT}JOC + 0AT J{B,0C}

Anéalogamente, alternando ciclicamente los valores de A, B y C, tenemos:

{C,{A,B}} = {C,0AT}JOB+0CT J{A,0B} y {B{C, A}} ={B,00T}JOA+0BT J{C,0A} =

Sumando estas tres expresiones,
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={A,{B.C}} + {C,{A,B}} + {B,{C,A}} ={A,0BT}JoC + 0ATJ{B,0C} + {C,0AT}JOB +
OCTJ{A,0B} +{B,0CT}JOA+ 0BT J{C,0A} =

Reorganizando,
ES

= {A,0BT}JOC+OCTJ{A,0B} + {B,0CT}JOA + AT J{B,0C} + {C,0AT}JOB + OBT.J{C,0A}=

Como OCT J{A,dC} es un ntimero real, coincide con su traspuesto:
OCT J{A,0C} = [0CT J{A,0CHT = {A,0B}T JT(9CT)T = (—)
Como {A4,9B}T = {A,0B} por ser un niimero; (0CT)T =9C; JT = —J, tendremos

(=) ={A,0B}(=J)0C = —{A,0B}JOC y andlogamente para los términos pares de la expresion % con
lo que podremos escribir,

X

—{A,0BT}JOC — {A,0B}JOC + {B,0CT}JOA — {B,0C}JOA + {C,0AT}JOB + {C,0A}JOB =

[{A,0BT} — {A,0B}JOC + [{B,0CT} — {B,0C}JOA + [{C,0AT} — {C, 8A}}J8Bi

X

Como B es un escalar, B= BT — 0B =0BT y {A,0B} —{A4,0BT} =0y anilogamente para los
otros dos cocientes, entonces,

*
=0J0C + 0J0B + 0J0B =0 a

X

De otro modo, {4, B} = %%—]i — %%—Jj - {A{B.C}} + {C,{A,B}} + {B,{C,A}} =0

0A 0 0A 0

_0A09 (9BOC _ 9BOC\ 0949 (0BOC _ 9BIC
~ 9q Op \ 9q 9p dp Oq dp dq \ dq Op dp Oq

_0A (9*BOC  OBY*C  9?BOC OB 0*C 0A 327B8£ N 0B o?’B  0°B 0C 0B d*C
0¢2 0¢ 0Oq O¢> 0qOp Oq  Op O¢>

= 0q \ogdp op " 0q o 0 ¢ dp dadp) op

0A 0°B 0C  0AOBO*C 0AD’BOC DA IB 9°C

= Yoq0epap " 9q 9q 7 ¢ 09 ¢ 9q 9p daop )
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20.3. Ejercicio propuesto

LOAPBIC _0AOB FC | 0A B IC | 0AOBIC _
p 0> Op  Op dq Oqdp = Op Oqdp Oq ~ Op Ip Oq®>

(=)

| LOADBEE  0ADBFC _9APBIC oArpIC
N q Oq Op? Op Op Oq? dq Op? 0Oq D Og? Op

(_))4_@8236704_%323870_%678820%14/83[639_
0q 0q0p Op ~ Op 0q0p Oq  Oq Op 0qOp—"0p dq Iq0p

Analicemos el resultado obtenido y comparemos con los que se obtendréan al permutar ciclicamente los

operadores A, By C

{07 {A’B}} =
_ (COAPB 0COARE _0COPAOB _9CPAB
- dq 0q Op* —dp Ip Iq* dq 0p? Oq dp 0q* Op

0C A OB | OC A 0B OCOAFB COAPE _
0q 0qOp Op ~ Op Oqdp Oq dq Op Oqgdp  Op Oq Oqdp

(=) +

{B’ {C) A}} =

_ +5LB@827A +373@327A _OBPCOA 9B O*COA (=)
B dq dq Op*  Op Op 0q? q Op* Oq dp 9q* Op

() (OB ICOA OB GO OA_OBOC A OBOC A _
q 0qOp Op ' Op Oqdp Bq  Dq dp Dgdp  Op Aq Hqgdp

Sumando las tres expresiones, por cada término que aparece en las dos primeras, aparece su opuesto en

las 4 segundas y todos se cancelan, como puede comprobar el lector.

LAOBOC o408 o
dq Oq Op> = Op Oq OqOp

A modo de ejemplo buscamos tres de ellos,

Finalmente, {A,{B.C}} + {C,{4,B}} +{B,{C,A}} = 0
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Capitulo 21

Transformacion candnica infinitesimal

y simetria

El corchete de Poisson y la transformacién canénica infinitesimal nos llevaran

al concepto de generador, que nos traera grandes sorpresas.

21.1. Transformacion candnica infinitesimal

Empezaremos con un ejemplo para ver de que va todo esto y luego generalizaremos.

Ejemplo 21.1:

2
Supongamos un hamiltoniano de la forma: H = % + % + %1 + %2

Se trata de una versiéon simplificada de un os-

cilador armonico en dos dimensiones.

Tenemos que hacer una transformacion canéni-

ca que nos viene dada por:
F2 (Q7 Pa t) =
= (@11 + g2P2) cos 0 + (1 P2 — g2 1) sin 0

Como no depende del tiempo, tenemos que
FQ(Qapat) = F2(Q7P)
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21.1. Transformacion canoénica infinitesimal

Se puede comprobar que se trata de una transformaciéon canoénica, para ello hay que calcular la matriz

jacobiana M y comprobar que su determinante es la unidad, |[M| = 1.1

Empecemos a trabajar a ver qué significa esta transformacion. Analizaremos que ocurre si 6 = 0y qué

ocure cuando § = << 1 /&2 = 0.

> Analisis 0 =0

canodnicas del capitulo 19,

— Iy = 1 Py 4+ ¢2 P> Acudiendo a las funciones generadores de transformaciones

or OB _
¢ g P Pr=p1  P=p
@—Q 8—FQQ—Q - @1 =0Q1 ¢@=Q
op, ' ap °

Se trata de un cambio que no hace absolutamente nada, cambiamos mayisculas por mintsculas, es como

si se tratase de la IDENTIDAD, I, asi que en este caso: Fy = q1 P + g2 P> = I, IDENTIDAD.

> Analisisd=¢ <<1/e?>~0 — sine~e; cose~1 (Taylor). La transformacion sera,

FQ(QaP) ~ (QIP1+Q2P2) + (q1P2—CI2P1)€%I + algo-e

JEsta transformacion infinitesimal , Fy(q, P) = ((1.P1 + ¢2P2) + (1P> — ¢2P1) € es canonica ?

Aplicando a las funciones generadores de transformaciones canénicas del capitulo 19,

OF, o 0Fy o P+ Pye=py Py, — Pie = po
871—171 872—]92

W W -

oP, ' ap, ? QG —qe=0Q1 q+qaec=0Q:

Despejando las P; en funcion de las p;, tenemos:

1
Pr= 5 —ep2) ~ (1= %) (p1 —ep2) = p1 — epo
P, = m(fh +ep1) = (1 - %) (p2 —ep) = p2 +epr
Donde h d 1 imacion de Tayl - e
onde hemos usado que la aproximacién de Taylor para f(z) = ;=— S, 1-¢ = 75 ~1-

g1 —€q2 = Q1 g2 +eq1 = Q2

Para pasar de p;, ¢; a P;, Q; tenemos:

p1—€p2 = Py P2 +ep1 = P

Construyamos la matriz jacobiana M, que ahora sera 4 x 4,

1Comprobacion al final del tema
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21. TRANSFORMACION CANONICA INFINITESIMAL Y SIMETRIA Ignacio Vallés Oriola

0Q:1 0Q1 0Q1 0Q:

gg)l gc%2 op1 Op2 I == 0 0
2 2
M- 90 D4s dP s _ e 1 0 O
S 0 0 1 —e¢
ar 0 0 & 1
D2

Calculemos el determinante por Laplace, adjuntos de la primera columna,

1 0 0 - 0 0
M| = 1 (-0 1 —gl+e(-1)* |0 1 —¢|=(1+¢c%)—e(-e—¢€*)~1, aordene.
0 ¢ 1 0 ¢ 1

Luego, la transformacion infinitesimal, Fs(q, P) = (1 P1 + ¢2P2) + (1 P> — ¢2P1) € = I+ ¢ algo, es
canobnica a orden €.

A este algo le vamos a llamar generador de la transformacion candnica infinitesimal, G : Fo = I 4+ G
G = ¢1 P, — g2 P, Sisustituimos P; y P> por las aproximaciones encontradas para € << 1, tenemos:
G = q1(p2 +¢ep1) — @2(p1 — €p2) = @1p2 — @2p1 +&(-++)

Como Fy = I + G — al sustituir obtenemos un término en 2 ~ 0 que despreciamos y trabajaremos

con el siguiente generador: G = qip2 — ¢2p1

Se tiene el siguiente teorema:

Si G genera una simetria continua en el hamiltoniano < {G,H} =0

Teorema que nos proporciona una manera de descubrir si el hamiltoniano posee o no una simetria.

Comprobacion:

2 2
Volvamos al ejemplo de nuestro Hamiltoniano, H = % + 52 + o + q2 , con G =piga—q@p1 v

calculemos el corchete de Poisson {G,H} :

{G,H} = {p1g2 — @2p1, H} = {qup2. H} — {q2p1, H} = qi{p2. H} + {q1, H}p2 — q2{p1, H} — {q2. H}p1

Tengamos en cuenta las propiedades vistas en el tema anterior: {q,p} = 1; {¢,q} = 0; {p,p} = 0,
que se puede demostrar que generalizadas dan lugar a {g;,q;} = 0; {p:,p;} = 0; {q:, Pj} = 0;;,
siendo d;; el delta de Kronecker.

2 2 2 2
Sustituyamos H = % + 52 + %1 + %2 y calculemos, uno a uno, los cuatro corchetes de Poisson que
acabamos de obtener:
2 2 2 2 2 2 2
N I ) 43 a3 43
H = e — — — = — = — — = ——= —
{p2, H} {p272+2+2+2} 0+0+0+{p2,2} {2,1?2} 5 P22, 42}
1 1 1 1
5 | deeret + e @] = Sl t @) = o
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2 2 2 2 2
b1 P2 91 | 9 pP1 1 1
HY = pnop i Bl _2 - _Z
{ar, H} {ql, 5t Tt 2} {ql, 5 } +0+0+0 = —5{p proan} slpi{pLat+
1
uatn] = =5 [~ p deerF — daertl p1 | = p
e
Analogamente, {p;,H} = {pl,;} = —¢ y también {¢q, H} =
Volviendo a la expresion del corchete de Poisson, {G,H} = —qiq2 + pip2 + ¢2q1 — p1g2 = 0

Como f = {f, H} + 2%y muestra. | = G = qups — aop1 = Gla.p) # G(), entonces,

0
. dG 0 o0 .
G= T {GHT  + ;= 0 — G es una constante del movimiento.

Ademas, genera una transformacion que, como comprobaremos a continuacion, deja invariante el ha-

miltoniano, por lo que se tratara de una transformacion de simetria.

2 2 2
pt, s, @t
2+2+2+

2
— Hamiltoniano: H = %2

— Transformacién canoénica infinitesimal para pasar de p,q a @, P, como hemos hecho anteriormente
@ =Q1+eQ2 p1=Pi+eb

(hay que despejar ¢(Q) —
©=Q2—cQ1 p2=P—eh

Hemos usado la misma aproximacion anterior <1 e ~1-— 52>
€
Transformemos nuestro hamiltoniano:

H= [(PL+ePy)? + (Pr —eP1)? + (Q1 +2Q2)* + (Q2 — eQ1)?] =

N}M—\

1
=5 [PP+e*P3 + 2ePPy + P +€°PF = 2oPP5 + QF + €°Q3 + 2200 Qa + Q5 +£°QF — 2P| =

;[(1+6)P2 (1+e)P2+(1+e)Q2+(1+e2)Q2|=(14¢)2H= (aordene) =H = H

Luego, el hamiltoniano es invariante, a orden ¢, para la transformacion infinitesimal.

Volvamos a nuestra transformacion canénica finita Fz(q, P) = (¢1 P14+ q2P2) cos 0+ (q1 P2 — g2 Py) sin @

y vamos a probar que deja invariante al hamiltoniano.

Aplicando las ecuaciones de transformacién de las funciones Fs, capitulo 19, tenemos:

OF,  OF

37%1:171’ 37%2:3’2 . p1 = P cosf + Pysin6; poy = Pycosf — Py sind

%:Ql; %:QQ @1 = g1 cosf — qo sin b, Q2 = g2 cosf + ¢, sin @
1 )
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Despejando las ¢ en funcion de las Q, tendremos: ¢q; = Q1 cosf + Qosinf; g = —Q1 sen b + Q2 cos 6

c —s -5
La matriz de cambio de @Q — ¢ es < >, de determinante 1 y ortogonal <<c s) < ) = O), por
s ¢ c
—1 T )
lo que su inversa coincide con la traspuesta, < > = < ) , lo que facilita mucho el célculo.
Al sustituir en el hamiltoniano,

p? +p} = P cos? 0 + P3sin® 0 + 2P Pyeestsin 0 + P§ cos? 0 + PZsin® 0 — 2P Pyeestisin g = P2 + P3

~ 1
Analogamente, ¢7 + ¢3 = Q? + Q3, por lo que H = §(P12 + P2 + Q% + Q%) = H, luego H es invariante

bajo la transformacion F.

Volvamos a enunciar el teorema anterior en la forma:

Si Fy , funcién generadora de una transformacioén candnica, se puede expresar

como Fy = Z%’Pi + G con G#G(t) ycon {G,H} = 0

=1

entonces,

G es una magnitud conservada y, ademéas, genera una simetria continua del H.

2 2
m w
Para el hamiltoniano del oscilador isotrépico en 2-dim, H = 5—“’ + é?—y + 5 (2% +y?), se tiene que
m m
G =qp2 — @2p1 = zpy —yP, = L, = constante se conserva la componente z del momento angular

y es el propio momento angular quien genera la simetria.

Comprobacion que la transformacion dada Fy(g, P) es candnica, para ello calcularemos el jaco-

biano, M, y comprobaremos que su determinante es 1.

Fy(q, P,t)(q1 P1 + g2 P) cos 0 + (q1 P — g2 P1) sin 6

Ecuaciones de la funciéon de generadoras, capitulo 19,

O0Fy OFy

57%1:1)1 37%2:172 N Q1 =qicosh —qasind Qo = gocos@ + qp sinf

%:Ql %:QQ p1 = PycosO + Pysinf) py = Pycosf — pysinf
1 )
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Necesitamos escribir las P en funcién de la p, de lo anterior,

Py _ co.s0 sin @ P N p=CP con C= co.s0 sin 6
D2 —sinf cosf | \ P —sinf cosf

T
Como |C] =1 y C es ortogonal, CO.SG sinf = (cos@ —sin 6) sin@ =0 |, porlo
—sind cosf cosf

que C~!'=CT, luego,

56 —si P = picosl — pysinb
p=CP = P=Clp=Tp= (50 —smO)[pr) | 1= P P2
sinf  cosf Do Py = py sin 6 + py cos 0

= q1 cosf — gasinf P; = pjcosf —pysind
Con las relaciones, Gi=a © L=n b2 formamos M:

y
Q2 = gz cos0 + ¢ sin 0 Py = p1sinf + ps cos b

Q1 Q1 91 91

ggj 5’52 o1 Opa cos —sinf 0 0
2 S22 L sinf  cos6 0 0
M = | % O op = . que calculando el determinan-
. o 0 0 cosf —sinf
P 0 0 sinf  cosf

Op2
te con cualquier sw. adecuado (o por adjuntos de Laplace de cualquiera de lus filas o columnas) se obtiene
que M| =1
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Capitulo 22

Momento angular y corchetes de

Poisson

Seguimos explorando los corchetes de Poisson y vamos a reformular las ecua-

ciones de Hamilton en funcién de ellos y calcularemos también los corchetes

de Poisson para el momento angular y veremos cosas muy interesantes.

22.1. Mas propiedades del corchete de Poisson

dg 9
- Para f(q), g(¢) — {f(@),9(q)} = (2{;7 gﬁ) <_01 3)) (%) - (gi]c’ 0) (—01 (1)> (%q
p

P

(1, 0)<0>—0 - [{f@.9@} = 0]

—q

- Analogamente, para f(p), g(p) — ‘ {f(p),g(p)} = 0 ‘

0
- Para fa), als) > 110900} = (5. 0) (_01 ;) (ag) = (5, o) (“‘3) gy

S| @ e} = Zf: f;’;;
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22.2. Ecuaciones de Hamilton y corchetes de Poisson

Generalizando, f(q1,492,"  ,qn), 9(p1,---

Para f(p), h(qg,p) — {f(p),h(a,p)} = (0 f”) (—01 (1)> <Zq> N

>p’ﬂ) -

{f(@9(p)} = {f.9} = ZZ; 35-

s=1

(0 5) (_h;j) = —Jphq

_ of Oh
generalizando {f(q),g9(g;p)} = _;:1: dp; 0q;
. : of
Corolario-I:  4) Si f=¢q; — | {q fp} =
op
. : 7a‘f
Corolario-11, analogo al anterior:  De 5) — {pi, fq} = — 5
q

22.2.

. Para qué sirven estas nuevas propiedades?

Supongamos que tenemos H = T(py,---

{qg,H}={qg,T(p)+V(q)}={qs,T(p)}+M0={qs, PO+ pi + o+ prt =

Para H=T(p;)+V(g:) — {qi,H}=

Del mismo modo, H =T(p;) +V(q;) — {pi,H} =

OH EcH

{q17 } 8171 ==

Hemos obtenido: i

or
Op; B

Ecuaciones de Hamzlton y corchetes de Poisson

,Pn) + + Vg1, -+ ,qn) y estamos interesados en calcular:
or _om
Ops  Ops
OH
Op;
v __om
9q; 9qi
0H EcH
i H} = — i
{pi, H} o — P

Luego, podemos formular las ecuaciones de Hamilton en funcién de los corchetes de Poisson:
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22. MOMENTO ANGULAR Y CORCHETES DE POISSON Ignacio Vallés Oriola

Ecuaciones de Hamilton en funcién de los corchetes de Poisson

¢ = {q, H} pi = {pi, H} (22.1)

22.3. Momento angular y corchete de Poisson

Ly = qap3 — q3p2
%
L = (L1, Ly, L3) Lo = q3p1 — q1p3 ahora z=(q1 ¢2 q3 p1 p2 p3)"

L3z = q1q2 — q2p1

0L,
N oL,
0 | of:
0 0 : 1 g3
Nos preguntamos qué valdra  {q1,L1} = ( {f(q),h(g,p)} ) = | --- | =
0 0L,
0 -1 0 37])1
0 oL
o
ps
0 0
—a3 —q3
q2 q2
(100:000) | --- | =0 Analogamente, {g2,L1}=(010:000) | -+ | = —¢s
0 0
—P3 —p3
b2 D2
0
—q3
a2
Y también  {g3, L} =(001:000) | --- | = qo; {p1,L}=0; {p2, L} = —p3; {p3, L} =p2
0
—P3
b2
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0Ls
g 1
72 7p3
02 0
g2
8q3 P
Es sencillo comprobar que para Lo, con el vector | --- | = ---

% gs
oL, 0
Op -1
JLs
Ops

oLy

oq

ol

- P2

822

OLs —P1

dqs3 0

y para Lg e =01 .- se obtienen, respectivamente,

% —42

gﬂ; q1

o 0

Ip2

o

Ops

{q1, Lo} = g3 ciclico; {ga2, Lo} = 0 repetido; {g3, Lo} = q1 ciclico

{p1, L2} = q3; {p2, L2} =0; {p3, Lo} =pl
{q1, L3} = —q2 no ciclico; {ga, L3} = q1 ciclico {qg3, L3} = 0 repetido

{p1, L3} = —p2;  {p2, L3} =p1; {ps,Ls} =0

Todo esto se puede escribir, de forma ordemada, usando el tensor de Levi-Civita, €;,; con ¢,5,k =
1,2, 3, tal que si los subindices estan en permutaciéon ciclica, el tensor da 1. Si la permutacién no es
ciclica, el tensor de —1 y da 0 si hay algiin indice repetido: €103 = €931 = €312 = 1; €139 = €213 = €321 =

-1; e1z1=enz=---=90

Corchetes de Poisson con el momento angular

{a, Lj} = i ar {pi, Lj} = €ijx P (22.2)

3
Hemos usado el criterio de suma de Einstein, indices repetidos se suman, asi, &ijx qx = E Eijk Gk
k=1

Hagamos algunas comprobaciones:

{q1, L1} = €11xqx = 0 indices repetidos
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{p2, L3} = €231 pr = ﬁasf"“lh +ﬁ232"0pz +ﬁ2‘3§"0p3 =n

{1, L3y =cisn qp = cas’ 1 + e o+ s’ 3 = —o

Inciso-1:

Lo que entendemos por vector en mecanica cuantica (MQ):

El concepto anéloga a los corchetes de Poisson son, en MQ, los conmutadores: {, } — i[, ]

%
El operador A= (A1, A2, As) es un operador vectorial (vector) en MQ si bajo rotaciones (L) se

comporta como:  [A;, L;] =i €451 Ag

Veamos ahora cuales deben ser los corchetes de Poisson del momento angular consigo mismo, {L;, L;}
Hay dos métodos para verlo y usaremos los dos con dos ejemplos:

—— El primer método es aplicar la definiciéon simpléctica de los corchetes de Poisson.

T
0 —P3 q3
D3 0 0
—p2 0 : 1 P1 —q1
{L1,La} =] --- :<O P —pa . —g3 q2>. o] =
0 I i oo)|® Ps
—q3 0 0

q2 —q1 —P1

(Ll) (L2)
{L1, L2} = qip2 — q2p1 = L3

—— El segundo método consiste en aplicar las propiedades vistas en el tema 20, en la seccion 20.2 y

las que acabamos de ver en la seccién anterior, 22.3.

{Ls, L3} = {qsp1 — qip3, L3} = {qsp1, L3} — {qips, L3} = qs{p1,Ls} + {q3, L3}p1 — q1{ps, L3} —
{q1, L3}ps = q3(—p2) + 0p1 — 10 — (—q2)p3 = —qap2 + q2p3 = L1

—— Por cualquiera de los dos métodos, se puede demostrar que {Lsz, L1} = Lo !

Usando la notacion del tensor de Levi-Civita podemos escribir:

Corchetes de Poisson del el momento angular

1Resurlto como ejercicio al final del tema.
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Inciso-2:

En MQ se llama Momento angular 3-dim, f = (L1, Lo, L3), a todo operador que se comporte como
%

[L;, Lj] = i€k L L generara las rotaciones de todos los vectores de la teoria (MCT, MQ no

relativista, MQ relativista, TQC)

Inciso-3:

SPIN: en los afios 20 (1920) se sospechaba que el electrén tenfa un momento angular “intrinseco”, era

como si la particula estuviese girando sobre si misma.

Se postul6 que ? = (81, $2,53) debe cumplir que [s;, S;] =@ ik Sk ¥y como se detrminé que solo podian
tomar dos valores, estamos ante un espacio de 2-dim en C.

Todo esto llevo a que s1, S2, s3 han de ser matrices cuadradas complejas de orden dos, las llamadas
matrices de Pauli. 2

Ejercicio: demostar que {Ls.L1} = Lo

L1 = q2ps — q3p2

%

L = (L1, Ly, L3) Ly = q3p1 — q1ps3 ahora 2= (q1 g2 g3 p1 p2 p3)”
L3 = q192 — q2p1

—— Definicion simpléctica:

2Ver apuntes del curso *“Algebra de Lie” de Javier Garcia, capitulos 10 a 14, en https:\\ igvaori.github.io
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22. MOMENTO ANGULAR Y CORCHETES DE POISSON Ignacio Vallés Oriola

T
D2 0 0
—Db1 P3 —qs
0 0 . I —p2 qo
{Ls,Li}y=| --- :(p2 o 0 - @ 0). I
q1 —q3 —DP3
(Ls) 27 (1) P2

{L3, L1} = qi(—p3 = +0 =0 — (—g3)p1 = q3p1 — 1p3 = Lo

—— Propiedades corchete Poisson:
{Ls, L1} = {qip2 — @@p1, L1} = {qp2, L1} — {@ep1, L1} = a{p2, L1} + {a1. L1}p2 — q2{p1, L1} —

{a2, L1}pr = q1(—=p3) +0— 0 — (—g3)p1 = @3p1 — 1p3 = L2

ticion: k=2
—— Usando la ecuacion 22.3: {Ls.L1} =e1o1 Ly = 1o re;?e .1(:1on =Ly
p. ciclica: 31 2

191



Ignacio Vallés Oriola 22.3. Momento angular y corchete de Poisson

192



Capitulo 23

Reformulacion del oscilador armonico

p2 me

El hamiltoniano del oscilador armoénico 1-dim es H = — + 5 q* y los

2
corchetes de Poisson cumplen, {q,p}=1; {q,q} = {p,p?l: 0

Vamos a reformular el hamiltoniano en unas variables que seran adimensio-

nales, lo cual facilitara el transito a MQ (mecanica cuantica).

Estos célculos son previos al siguuiente par de temas que se dedicarén a la

transformacion de Bogoliubov.

23.1. Reformulaciéon del oscilador armoénico

Como el Hamiltoniano tiene unidades de energia, si lo dividimos por fw el resultado sera adimensional
(hacemos esto para facilitar el transito a MQ, podriamos haber escogido dividir por mc? para que fuese
adimensional, pero escogemos fiw por el motivo anterior).

H P> mw

hw  2mhw | 2h ¢

H
Como [H] = [fw] =energia — {ﬁw] = 1, adimensional. Despejando,

2

H=hw [2771; " + n;;jqﬂ , siendo el corchete adimensional.

2 2
H = hw ( P ) + ( qu) = hw [¢* + p*| quad con [¢] =[g] =1, adimensionales.
2mhw 2h
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P = ——3 q= /-4 [g/=1[p]=1 (23.1)

Veamos que vale el corchete de Poisson de estas nuevas coordenadas.

- ([ o} -V - -

Nos preguntamos, jel cambio {gq,p} — {¢,p} es una transformacion canonica? La respuesta es NO.

Veamoslo de dos formas distintas:

—{g,p} =1 = {q, 13'} ;ﬁ 1 = No se conserva el corchete de Poisson, la transformacion no es

canonica.

—— Con el determinante de la matriz jacobiana:

aq aq mw
9 E L
M= 8% 8_]% = . 1 — |M| = o # 1. La transformacion no es canoénica.
dq Op 2mhw
El hecho de que la transformacion {q,p} — {q,p} no sea una transformacion canénica implica que las
OH
ecuaciones del movimiento no serén las mismas que en las variables g, p originales, que eran ¢ = (9_p
_ oH
Veamos cudles son ahora, con g, p, las ecuaciones del movimiento:
mw mw mw OH Bp mw 1 O0H
q"v on 17\ o ap “Von o ap Von ap \/“ﬁa 2h p
L 1 . 1 8H__ 1 5‘H8q - 1 oH mw__l oH
P 2mhw P V2mhw 0q 2mhw aq 8(1 2mhw 0q 2h 2h 0q
Iy 1 0H - 1 0H
qd= 5 = P = —— — (23.2)
2h 9p 2h Oq

Veamos ahora como se expresa el corchete de Poisson para estas nuevas variables g, p. Para ello (como
lo hicimos en su momento) hay que ver que ocurre con f:

Hapt) =5e0; Y a5at "ot —aqt "o T o~ o

8f8q+6f6§+ of Of-. of- Of 1 [3f6H of OH +8_f
dq Op  Op Oq ot

o - 0 1
Luego, en notacion simpléctica [.1 = (71 0”
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J 8—B 23.3
(%) (233)

(A B}, = L [0f0H 0foH] _ 1 (0A\T
IEP T on oG 9p Op dq | 2k \ Oz

. . 1
Al no ser una transformaciéon canoénica, aparece el factor o

Vamos a efectuar una nueva transformacion (que aparecera en MQ y TQC).

Definimos, a =q + ip y su conjugada, a* = q — ip

Estamos interesados en ver como queda el hamiltoniano en estas nuevas variables a, a*, ver como quedan

los corchetes de Poisson y encontrar las ecuaciones del movimiento.

>  Hamiltoniano H(a,a*)

aeC — — aa*=(q+ip)(q—1ip) = ¢ + p*

Luego, H = hw (a a*) €R

>  Corchetes de Poisson, {, } a,a*

da\ T da
_ 1157 0 1\fo7] _ L N(O 1)1} 1 . e\ 1
{a,a} =57 | oa (—1 0)| a = (1 9) —1 0/ \i =51 9) Y A
ap op
da*\ T oa*
e oo _ 17| (0 1\[B7)_ 1t AR N =
{a% 0"} = o0 | 9o (—1 0/ | 9a" _25(1 _Z) 1 0)\—i _277:(1 _Z) )70
op op
da\ T oa*
«_ L|og O NNl oag | Ly NO V(1) Ly N7 =2 —
{a’a}—% da (_1 0) da” _2h(1 l) -1 0)\—i _2h(1 Z) 1) 20 h
op op

> Ecuaciones de movimiento, a,a”

10H 10H 1 . J o )
q+ip =y ! ﬁaﬁ = 5 w(20 —i2¢) = w(p — iq) = ~iw(g + P) = —iwa

Esta es la ecuacion de movimiento del oscilador armonico en las variables a, a* (conjugando, a* = iwa™)
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Resolvamos la ecuacion del movimiento y deshagamos cambios de variables (a,a* — q,p — ¢,p) para

ver si llegamos a la ecuacion tradicional de un oscilador armonico.
. . . . da ) "da o
H = hwa a*, ecuacion de movimiento: ¢ = —iwa — o e = | — = [ (—iwdt)
) a
Integrando, Ina = —iwt+C; C=A+iB, CeC; A, BeR

a = efiwthC) — 67i(wth)6A; eA =DeR N a = De—i(wt—B)

Como H = hwaa* = E = cte = hw = De~tWi=B) = peowt=B) — p, D — D= £

hw
. E )
En funcién de la energia, a = \/fi» e—H(wt—B)
w

Nos falta determinar el significado fisico de B:

*

Como a+a* = (§+ip) + (7~ i) =24 — §="_", conlo que

1 | FE , . E 2 o™
~_ - | = (,—i(wt—B) i(wt—B)) — t— B He s usad ) 0SSz = ———
a=5\/7 (e +e ) =1/ = cos(w ) emos usado que  cos

~ E )
Recordado ¢ = 4 /%q, tendremos que 4 /%q =4/ 7 e~ wt=B)

2F
con lo que la posicion del oscilador serd q(t) = 1/ 5 cos(wt — B)
mw

| 2E
Sit=0 — ¢(0) =cos(—B), B representa una fase, B = ¢oy q(t) = 5 cos(wt — ¢o)
mw

1 muw? 2
E =cte= imv2+Tx2, cuandov =0 — x = A, amplitud del oscilador, en esta posicion E = m;.)

A

y la posicion, en funciéon de la amplitud es:

2
q(t) = mcos(wt —¢o) = .A cos(wt — ¢p)

que ahora si reconocemos como la ecuacién tipica de un oscilador arménico.
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Capitulo 24

Transformaciéon de Bogoliubov - 1/2

Vamos a ver las transformaciones de Bogoluibov, que tienen importantisimas
aplicaciones en superconducitividad, en superfluidos en en teoria cuantica
de campos (TQC), sobre todo en el comportamiento de los campos en las

cercanias del horizonte de sucesos de los agujeros negros.

En vez de trabajar con las coordenadas ¢, p, lo haremos con las a, a*

24.1. Transformacién de Bogoliubov

D. 24.1:

Recordemos lo obtenido en el capitulo anterior para el oscilador armonico (usaremos la notacion

de primas para las ¢ y p en vez de las tildes, por comodidad):

0 mwo p 1

q = T(L P:—m

P — H/:p/2+q/2:

!

. _ 1 i
a=q¢ +ip; o =q¢ —ip = q=§(a+a*); p’=§(a—a*)

Empezamos con un ejemplo a modo de motivacion y luego daremos la definicion exacta de transformacion
de Bogoliubov.

iAtencionj: aunque no se diga explicitamente, estamos trabajando con las coordenadas adimensionales
! /
q, p.
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Ejemplo 24.1:

Supongamos que tenemos un hamiltoniano de la forma, H =« aa* 4+ 8 (aa + a*a*)

Nos piden que encontremos una transformacion de a,a* — b,0* , de modo que el nuevo
hamiltoniano se escriba como H = A\bb*

Si esto es posible, se le llama diagonalizar el hamiltoniano y nos sirve como ejemplo de

transformacion de Bogoliubov (que basicamente consiste en diagonalizar el hamiltoniano)

La transformacién que encontremos, a,a* — b,b*, debera ser candénica, para lo que o bién
exigimos que |M| = 1 o que que las ecuaciones de Hamilton tengan la misma forma en ambas
variables, a ={a,H} — b={b,H}

o » b =ua + va*
Probamos la siguiente transformacion, u,v €R
b* = ua* +va

Para que sea canodnica ha de ocurrir que |M| = 1, luego

ob  0b

da  Oda*
v- -(00) - - [Er =]

ob* ob* vou

da  Oa*

L ) u = cosh 6
Una posibilidad es parametrizando en la forma:

v = sinh 6

Recordatorio: funciones hiperboélicas

Sy u = cosf 5 . 1 u = cosh 6
u‘+v =1 v v =1—

v =sinf v = sinh 6
(cos?0 +sin®0 =1, VO € R) (cosh?@ —sinh? @ = 1, VO € R)

Algo mas adelante necesitaremos las formulas del angulo doble:

sin 20 = 2sin 6 cos 0 sinh 260 = 2 sinh 6 cosh
c0s 20 = cos? 6 — sin’ cosh 20 = cosh? § + sinh? 0

» i b=coshf a + sinhf a*
Nuestra transformacion sera

b* =sinh @ a* + coshf a  (conjugando b)

Para cada 60 € R tendremos una transformacion distinta. Elegiremos 6 tal que cumpla con nuestro

objetivo: conseguir expresar H en la forma H = \ bb*
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sinh @ coshé —sinh @  cosh@
a = cosh @ b — sinh 0 b*
a* = —sinh @ b+ cosh 6 b*

-1
h6 sinh6 h6 —sinh6
Despejando a, a* en funcién de b, b*, como se cumple que (COS st ) = ( €08 St ),

relacion que es sencilla de comprobar, es facil obtener el cambio:

Calculemos los factores que aparecen en el hamiltoniano:

> aa* = —csb? + 2bb* + s2bb* — csb*? = (cosh? 0 + sinh? #) bb* — cosh@sinh @ (b2 + b*?)

—  aa = Ab% 4 520" — 2¢s bb* —  a*a* = (aa)* = cb*? + s2b> — 2sc bb*

> aa+a*a* = (4 s2)b? + (2 + s2)b*? — 4cs bb* = (cosh? f 4 sinh? 0) (b + b*?) — 4 cosh @ sinh 6 bb*
Sustituyendo en el hamiltoniano,

H = a [(cosh? @ + sinh® 0) bb* — cosh@sinh & (b* + b**] + B [(cosh® 6 + sinh? ) (b* + b*?) — 4 cosh 0 sinh 6 bb"]
H= [oz(cosh2 6 + sinh? §) — 43 cosh # sinh 6] bb* + [—acoshfsinh 6 + B(cosh? @ + sinh? 0)] (v + b*?)
Como nuestro objetivo es conseguir expresar H en la forma H = )\ bb*, entonces elegiremos

0 / —acoshfsinh + B(cosh?d +sinh®@) =0

Usando las relaciones entre las funciones hiperbdlicas comentadas anteriormente,

—% sinh20 4+ 8 cosh20 = 0

Recapitulando, hemos de elegir el &ngulo de modo

6 / si —% sinh26 4+ B cosh20 = 0 = H = (acosh20 — 23sinh 26) bb*

Donde hemos utilizados las relaciones del angulo doble para funciones hiperboélicas en la expresion del

hamiltoniano obtenida anteriormente.

la
f% sinh 20 + S cosh20 =0 — cosh 260 = BE sinh 260
Para resolver esta ecuacion, nos ayudamos de la relacion fundamental de las razones hiperboélicas:
cosh 20 = la sinh 26 2 2 1
B2 (2&5> —s2zl—>52<(2as) _1>:1—>32=2
cosh?20 — sinh?20 = 1 p p O‘S> 1
2

sinh20 = ——; cosh 20 = @

o \?2 20 o \?2
(wS) ! (w) !
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Sustituyendo en el hamiltoniano:

« 1 1 . a N
\/ CORSRICDRE CORE

Como — —28 = 26(

B =+/0, tendremos

o

4ﬂ2_> Y UB
2

H=2p (2[3) — 1 bb* = +/a? — 432 bb*

H
Realmente, este hamiltoniano es H', que es igual a T por lo que
0

0 Va2 — 462 bb* = h Q bb*

se comporta como un oscilador de frecuencia Q=+a2—402 wy

. Qué ha ocurrido fisicamente? Es como si hubiésemos cambiado de masa. Veamos que significa esto:
Como a = ¢’ +1ip’ a* = q¢' —ip’, calculemos

b aa* = 2+ p?

—aa=q?—p?+ 2y ; — a*a* = (aa)* = ¢'?> — p'?> — 2i¢'p’ por lo que

> aa+a*a* =2¢2 —2p? y entonces,

H = (a0 = 2B)p" + (o + 2B)q"

Con la relacion de ¢’, p’ con ¢, p recordada en la introduccién del tema,

H hiw 2 g 2 p2 mwg 2
o [(@=20)5F s+ (04205002 | = (a-28)5 + (a+28) "0
2
1

H= P T+ i(a + 28)mwiq?

2

moz —2p

. 1 o
Reinterpretando una nueva masa M como M =m 53 — m = M(a—28), podemos escribir
o —

o1

H= 307 + iM((()z2 — 4% wiq?® v teniendo en cuenta la nueva frecuencia €,
2
H=2"_ 1 lynozg
2M 2

200



24. TRANSFORMACION DE BOGOLIUBOYV - 1/2 Ignacio Vallés Oriola

2
1
Interpretacion: H = % + imuﬂq2 A m — Ma—-28) = w — Q=+/a?—45% wy
—_— m

Con las variables a, a*, el término aa+a*a* es el responsable del “cambio de masas”. Podemos interpretar

que se trata de un muelle con una masa diferente.

En superconductividad, 8 <0 —- M =m(a+28), sia=1—-Am=M-m=14+2|8|-1=2|5]| 1, la

masa aumenta. Se llaman fermiones pesados y son los responsables de la superconductividad.

Si calculamos H* = aa*a + f(a*a* +aa) = H = H € R (la energia es real, no compleja).
Trabajando con dos particulas podriamos tener

H = ayaqaf + Bi(arar + afal) + azasal + Ba(agas + ajal)

1 M,
@G+ D3+ Q3

M,
—Q
2M> 2

1
Pasando a coordenadas ¢q,p — H = 7;0% + 5

2M,

Se trata de dos osciladores armonicos de frecuencias Q1 y Qo y masas efectivas My y M- aislados. que

no interaccionan mutuamente.

Para poder explicar més fenémenos, necesitamos una interaccion entre las particulas, por ejemplo,

H

_pitps

TG (o) = PLEPE | 7% pi mwg 5 P
2 2

2
p3 mw
+ =2 (GG —2q192) = S+ Lt

2 2
D 2 2 " 9 T T M0 N

El término del producto entre las ¢; hace que no se trate de osciladores aislados sino que exista una

1
interaccion entre ellos: —2¢1¢2 en términos de las a, a* es: <q/ = E((I + a*))

1 1
—2q1q2 = —21((11 +aX)(ag 4+ al) = —i(alag + ayal + afas + ajal),

por lo que un H genérico en que las dos particulas interaccionen entre si podria ser:
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2
A
H = Z aia;a] + Bi(asa; + afa})] — E[alaz + aia; + ajaz + ajaj)

i=1

Hamiltoniano adimensional en que puede haber un ‘cambio de masa’, cuya primera parte corresponde

a dos osciladores arménicos aislados y la segunda responde de la interaccion entre ambos.

En el proximo tema consideraremos el caso sencillo de que las dos particulas tengan la misma masa

m y estén unidas por un muelle de frecuencia wy.

Como Q = \/af — 48?2 wy, si elegimos a1 = as =1y f1 =2 =0 — Oy = Qy = 0. Haciendo,
por sencillez, A =1,

1
H = aya} + aras — §[a1a2 + a1a} + afas + ajal)
Nuestro objetivo, en el siguiente capitulo, sera encontrar by, (b7), ba, (b3) de modo que:

by = ui1a1 + ui2a2 + vi1a] + vi2a;

by = ug1a1 + u22a2 + va1a] + va2as .. .
Transformaciéon de Bogoliubov.

1 =uiia] +ui2a5 +vi1a1 + V1202

* * *
b5 = ug1a7 + ug2a3 + vo1a1 + vVo2as

Las u;j, v;; no pueden ser cualesquiera pues la transformacion ha de ser candnica.

En TQC se estudiara el conjunto de varios osciladores armoénicos acoplados a los que, al aplicar
una transformaciéon de Bogoliubov, nos llevaran al concepto de campo cudntico.
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Capitulo 25

Transformaciéon de Bogoliubov - 2/2

Con el mismo ejemplo del capitulo anterior, vamos a desarrollar un método

alternativo de obtener los mismos resultados que tendra la gran ventaja de

que sera generalizable.

25.1. Meétodo alternativo (generalizable)

Nuestro problema era: H = « aa* + 8 (aa 4+ a*a*) — H = \bb*

) ) b =ua + va*
Para ello efectuamos la transformacion de Bogoliubov
b* =wua* +va

Al exigir que la transformacion fuera canénica teniamos dos caminos:

. Que los corchetes de Poisson conserven la misma forma con a,a® que con b.b*

. Que la matriz jacobiana M tuviese determinante unidad, |M| =1

La forma escogida en el capitulo anterior fue la segunda que nos llevo a efectuar una parametrizacion

© que nos llevo al resultado final.
Si hubiésemos escogido el paso 1, que los corchetes de Poisson han de tener la misma forma, deberiamos
exigir que:

{b.0} = (b} = 0 ooy = —
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> {b,b} = {ua+va* , ua+va*} =0+ {ua,va*} + {va*,uA} + 0 = uwv{a,a*} — wv{a,a*} =0
>  Anélogamente, {b*,b*} =0

Ambas exigencias no aportan ninguna restriccion para u,v. Veamos la tercera,

> {b,b*}:{uaJrva*,va+ua*}:0+u2{a,a*}7v2{a,a*}+0:(u27v2)#%u —v? =1 como

ya sabfamos al usar el método 2. (|M|=1)

Ahora viene el Truco-I (método alternativo)

b\ [u w a
v ) \v wu)\a*
1 0
Para conseguir wov = basta con
v 0 1
_ 2 _ 2
U v U v) _ (ut—v 0 _ 1 0 R S
v ouf\-v u 0 u? — v? 0 1
w—v2=1 — (u U) < “ _U> = ], son matrices inversas.
v oul\—-v u

Hemos obtenido la matriz inversa de la transformacion sin necesidad ninguna de parametrizacion.
a U —v b a = ub—vb*
Despejando a, a* en funcién de b, b* : = —
a* —vou b* a* = —vb+ ub*

vamos a por el Truco-II (método alternativo)

En la definiciéon del hamiltoniano, calculemos:

O (2% 1027 1 [ (2201029 4 (2 1 20| =
b e T “ “ob a " T o -

Agrupando y reordenando,

“ ( ZZ”B > T ( %b*ﬂﬁ ) = Ab=A(va +ua*) = a* (M) + a(w)

Puesto que esta relacion debe cumplirse Va, Va*,

*

OH =+ 26
ok b
aw 3

Si hiciésemos la otra derivada, obtendriamos:
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H -+ 25— =Av
9H | gb A
ob* +28
“ov b+

Mirando como se escriben a,a” en funcion de b.0* y derivando:

OH au — 2pv =\u OH —av+20u =Av
—_ _) "
db —av+2Bu = Av db au — 2Pv =Au

au —2Bv = Au
20u—av = Av

Ecuaciones que son iguales y nos quedamos con una de ellas,

a —20
28 —«
diagonalizar la matriz.

u u
Matricialmente, ( ) ( ) = A( ) , que es una problema de valores propios, hay que
v v

Ayudandonos con un sw. cualquiera de calculo simbolico, obtenemos:

vector propio valor propio vector propio valor propio

<a+ a2—4ﬁ2> o JaTIP (a— a2_462> - TP
26 2p

Los valores propios, al multiplicarlos por wy nos proporcionan las frecuencias propias €2

Para normalizar nuestro vector propio, hacemos lo siguiente:

— A /o2 — 4532
" @t vae P u? =02 =1 — (A a+ /a2 —432)? — (A2B)? —

v = A28
1 .
A= y el vector normalizado es:
\/onr Va2 — 452 — 432
a+ /a2 — 452 B 23

u =

v =
Va+ /a? =15 — 42 Va+ /a? —15 — 42

Esto es un método completamente diferente al visto en el capitulo anterior pero que conduce a los

mismos resultados. Continuemos ahora con la

25.2. Transformacién de Bogoliubov

Continuamos con el problema enunciado al final del capitulo anterior.
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1
H = aya] + aray — §[a1a2 + ayaly + ajas + ajal)

b1 = ur1a1 + ui2a2 + vi1a] + vigas

by = uz1a1 + Uz202 + V2107 + V2203 . .
Transformacion de Bogoliubov.

b} = ur1a] + u12a3 + vi1a1 + vi2a2

* * *
b5 = ug1a] + u22a3 + v21a1 + vVa2a2

Producto de matrices, elemento a elemento: AB =C — Cj; = Z A, B; = AB
k

Si en alguna ocasion aparece: AB = C — Z A Bji, = ABT
k

Vamos a exigir que los corchetes de Poisson sean iguales con b, b* que con a,a*:

bi = > (Ui G + via al)

[0}

bio= > (upas + vjpaj)
]

Transformacion: Uiz, V5 € R

> {bi,bj}:ZZ{uia Qo + Via a:; , ujg ag + vjg a; }:
a B

:ZZ [0 + {tinta,vjpas} + {viaay,ujsas} + 0] =
o B

- ZZ [ wia vjg {aasa} — via ujg {ap,al} | = (=)
a B

Como: {ay,a;} = !

Ly {onap} =0, conk#l = {an,af} = —; 8w (delta de Dirak)
L 1

(%)Z;; [um v (—;) Sap — Via Ujs <_;) 5am] -

:Z [uia Vjia — Via uja] <_;> =0 = Z [uia Vja — Via uja] =0

Usando notacién matricial, hemos obtenido: ’ uvT —vuT =0 ‘

> {bf,bj} conduce a la misma ecuacion anterior.

> {biab;}:ZZ[Um u;p <_h> + Vi VB <+h)] = -z yij —
a B
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— 5ij:ZZ ( Uia Vja — Via Vja )
o B

Usando notacién matricial, ‘ I =vutT - vv?T

Luego, para que la transformacion sea canodnica:

uvt — vUuT = o0 vuT - vvt =1 (25.1)

Como en ningin momento hemos impuesto que se tratase de dos osciladores, el resultado obtenido es

genérico, valido para n-particulas.

) T u o —v ‘
Recuperando el truco-I anterior, ( > ( ) =] & ur - =1
v ou)\—-v u

I 0\ vut —-vvt upvt —vuT B
o 1) \uvv'-vuT vv?T-vur)
para replicar la matriz la escribimos como producto de otras dos,

r oy (uovur-vvt —vur+uvt\(uvu -v\ (0T VT
o 1) \-vur+uv?t vut-vvt J\-v U ) \vt UT

Trasponiendo toda la ecuacion,
T T T
u -v vt vt (vt vt v -vy
v v ) \vt uvT)]| \vT vT) \-v U )

PETE

_ (UT)T (VT)T T UT —VT _ U V UT —VT
- (VT)T (UT)T _yT UT - VvV U T UT

Conclusion: ambas matrices son una inversa de la otra.

£y - )
vV U Vv U

Matricialmente podemos escribir nuestra transformacion inicial como:
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b]_ aj
bz a2
Uu : V :
= |... . ... (25.3)
b1 v U@
b as

Con lo que podemos despejas las a,a* en funciéon de las b.B*:

aj bl
az b2
vT . —vT :
= . (25.4)
aj vyt yr | | b
a; b3
Esquemaéticamente,
b =Ua+ Va* a = UTb —VTph*
SO (25.5)
b* =Va+Ua* a*=-Vb+U"b*
Consideramos los vectores
OH OH OH OH
90, 8a 0 o
om S| om |G| om |8 | onm_|on
da das | 7 Oa* dar |’ b Dby ob* b

Queremos que nuestro hamiltoniano responda a dos frecuencias A1, Ag:

1
H = aja} 4 ayal — §[a1a2 +aras + ajas +ajas] = A1biby + A2b2b}

OH
Ahora vamos con el truco-II. Vamos a calcular 5 derivando en los dos miembros de la ecuacién

anterior:

>  Derivando el primer miembro (izquierda):

Oy day
ﬁ : dl + - 07(1 es una matriz ()—a = 322 o
da ob ’ ob @ TRERE ob % ‘e
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En dos dimensiones,

OHN\ T /8a1 Oay Oar  Oai
oH daz  Oaz Jar  Oas ) | Oaz  Oaz Oar Obi | Oas Obi  Oai Obs | Oas Obs

das by Obs by Obs

Lo que confirma que con la notacién simbodlica se simplifican enormemente los calculos.

Continuamos derivando el primer miembro de H respectp de b.

OH\" da _ (OH" da®
Oa ob Oa* ob
> Derivando el segundo miembro (derecha):

En 2-dim, tenemos % — A1b}; % — Aob3 | en general dard un vector fila de la forma, (A107, A2b3, - -
1 2

Mirando la relaciones entre a,a™ y b, b* dadas por las ecuaciones 25.4, obtenemos algo mégico:

Oa T Oda*

=—-VT, conlo que

T
A1
T T
on Ur— (“)ki VT = (A\b, Ao, ---) = A(b},b5,---)  con \la matrriz diagonal A2
Oa Oa
T T
as, (%Z) Ut — <gf) VT = )TN = (Va+Ua*)") —  (ec. 25.4)

T T T
Trasponiendo toda la ecuacién, a—H Ut — on VT
da oa*

A es matriz diagonal — AT = X

Ecuaciéon para la transformada de Bogoliubov

OH OH
Uu— -V
da da*

= XA (Va + Ua") (25.6)

. 1
En nuestro caso 2-dim, H = aja} + ajab — §[a1a2 + a1as + ajas + ajal],

OH O0H . .
U(sz)%(le) - V<2X2)%(2x1) = Az2x2)(Vax2)a@2x1) + \/(gxg)a@xl)) , igualdad entre vectores 2 x 1.

Vamos a fijarnos en los elementos 1 x 1 de estos vectores.
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O0H oOH
uir w12\ | 9ay vi1 vi2\ | da* A1 0 vy vz (a1 uir ui2\ [ ay
_ — +
(uzl U22> @ <U21 U22> ot (0 A2 va1 V22 ) \ a2 uz1 U2z ) \aj

8(12 8a§
oOH oOH oOH oOH
U 5— +vi25— — | viis 5 + 25—~ | = Mi(viiann + vizaiz + ui1a] + ui2a3) . Agrupando,
3(11 8a2 6a’1‘ 6a’2‘

OH OH oH oH
ullTGq + 1)1287012 - (UlléM{ + UlQacg) = a’{()\luu) + a§(A1u12) + al()\lvll) + GQ()‘IUIQ) (257)

De la expresion de nuestro hamiltoniano:

OH . . 0H OH\" .

870,1 = (144 +’Y(a2+a2) s aiaff = {HER— <0(ll> :| = w1a1 —|—’y(a2—|—a2)
OH 0OH

Simetrias subindices 1 <» 2 — = aga] +y(a1 +a}), — = asas +y(az + ab)
Oas a3

Sustituyendo en el primer miembro de la ecuacion 25.7, se obtiene
url (araf + y(as + a3)) + w12 (agas + v(ay + a})) —v1l (a1af +v(ag + ab)) — v12 (a2a3 + v(ar + a))
Agrupando.

aj(ui161 +ui2y —v127y) + a3 (a11y +uizae —vi1y) + a1 (viy —viiar —v127y) + a2 (u11y — v11y — v1202) =

= af(Mur1) + as(Auiz) + a1 (Av11) + az(Av12) Va; , Vaj , luego
U111 + Uiy — vy = Ar uil
U1y + U0 — V1Y = A1 U2
U2y — V110 — V127 = A1 V11
U1y — V1Y — Vi@ = A{ U1

Espresion que no es mas que un problema de valores propios con incégnitas u;;, v;;, escrito matricial-

mente, la matriz de valores propios es:

ar 0 —y U11 u11
vy a —y 0 wiz |y |t
0 v —a1 —v V11 v11
vy 0 =7 - V12 V12

De la famosa ecuacion de Bogoliubov (ec. 25.6) lo que realmente nos interesa es esta matriz (para el

hamiltoniano 2-dim que estamos considerando).

Usando un sw. da célculo simbdlico cualquiera, diagonalizamos la matriz y obtenemos, usando las

ecuaciones 25.5, los valores propios (tienen que ver con frecuencias de vibracion):

a2+a2 o? — a? 2 a2+a2 a? — a2 2
A =V2 14 24 < 14 2) + 2o A2 =2 %— (142) + 72010
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Para el caso particular oy =as =1y y=-1/2 —

1 1 1 1 . . .
- A =V2 3 + 1= V2 3 + 5= V2 y Xy =0 que coincide con lo obtenido en el capitulo
anterior.

25.3. Ejercicio propuesto

Dado H = ajajai+p5i(arar+aial)tasasas+Ba(asas+asal)+vy(arai+aias+aias+aial)
a) Escribe la matriz de los valores propios.
b) Encuentra las frecuencias propias.

c¢) Paraelcasoay =ao=1; 1 =8=2=0y v=—1/2, determina cuales son las

matrices U y V
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Capitulo 26

Hamalton-Jacobr vs Schrodinger

Vamos a ver la formulaciéon de Hamilton-Jacobi, un ejemplo en el siguiente
capitulo y entrar ya en la Teoria Cldsica de Campos (TCC).

La formulacién de Hamilton-Jacobi es la tnica formulacién de la mecénica
clasica la que se puede equiparar el concepto de una onda y una particula y
fue lo que us6 Schriodinger para formular su famosa ecuacion de la mecanica
cuantica (MQ).

26.1. Formulacion de Hamilton-Jacobbi

Accion: s[z(t)] = /t Ldt= /t (%xQ - V(m)) dt

to to

(zo,t0) , (x,t) son puntos fijos

Dado un campo de fuerzas V (z), la particula solo
tiene una solucién que minimiza la accion, la tra-

yectoria real que seguira.

Qué ocurriria si moviésemos el punto final (z,t) a otro lugar (2’,t') manteniendo el mismo potencial
V(x), el mismo campo de fuerzas? Solo habria una nueva curva posible que minimizase la accién que
seria aquella por la que se moveria la particula. Si situamos el punto final en un nuevo lugar distinto,
habra una nueva trayectoria real y en cada una de ellas la acciéon toma un valor determinado. Podriamos
considerar la accion s como funcion del tiempo ¢ y de la posicion final z, s(x,t). La pregunta es, ;cual

es esta funciéon? Hay dos formas de responder a esta pregunta, A) la de un modo trivial y b) la de
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suponer que s(x,t) es la solucion de una ecuacion que ain desconocemos (formulacion de Hamilton-
Jacobi)

Resumiendo: nos dan un potencial V(x) y un punto inicial fijo (zg, tp) y nos preguntan qué vale la accion

hasta un punto final (z,t) siguiendo una trayectoria real (accion minima).
—— a) Modo trivial de respuesta a saber quién es s(x,t)

2
Suponemos el caso trivial en que V(z) =0 — H = % y las ecuaciones de Hamilton en forma
m

2
1
de corchetes de Poisson en este caso son & = {z, H} = {x, p} = T[pwl fixﬂf}’lp] =
m m

2
1 P o P’ P
—(2p) = — y también p={p,H} =4p,— =0 — p=cte - &= — =cte, por lo que
m 2m m

t t
m ., m ., m .,
s /t02:l: 2:z:/t0 2:1:( 0)

Expresemos s en funcion del punto final (z,t),

_ _ 2 _ 2
o — cte sy T 0 :S:m(sc 330) (t_to)zﬂw

t— 1o 2 \t—tp 2 t—tg
- . oS oS
Y ahora, vamos a hacer algo que hacemos los fisicos: indaguemos que es e y %
x
a8 m Az? m o p? 7
> EZ—EWZ—EU :_% (pa‘l"e(',e 7H)
. oS Ax
— =m—-—=mv =
ot At P
Nos preguntamos, jes esto cierto siempre? Por la definicion de accidn,
t2 tz t2 t2
s=/ Ldt:/ (pg'c—H)dt:/ pt dz — H dt
t1 t] tl tl
a-+te
Como / f(z)dz = f(z) -, paraty =11 + ¢ tendremos
a
d A
spite — He, como i:d—f:—x — T e= Az vy, entonces,
€
ds
Z=p
s ~ pAx — He que confirma lo que pensabamos, g? , si se cumple siempre.
- _H
ot
Os Os
Para V() =0 —»> — =p AN — = —H
ox ot

—— b) formulaciéon de Hamilton-Jacobi
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Por lo anterior, al sustituir el resultado anterior, p = ? A = f% , en el hamiltoniano
x
2
H= ;—m + V(z) tenemos
ds 1 [0s\° 1 [8s\° ds
I [t . Viz i
ot 2m (633) V) = 2m (()T) + V@) + ot 0

ds 9]
Como H(q,p), podemos escribir la ecuaciéon anterior como H (q, ds> + a—i =0
q

Para mas variables,

Ecuacion de hamilton-Jacobi

Os Os ) 0s

H(Qla"'aqna_a" a

p——— =0 26.1
8(]1 ’ BQn ( )

26.2. Coémo pudo Schrédinger deducir su ecuaciéon

En 1926, Schrodinger habia oido que De Broglie, dos anos antes, dijo que una particula de masa m y

velocidad v deberia tener asociada una onda de longitud A de modo que A y p estuviesen relacionadas.

Schrodinger conocia la formulacion de Hamilton-Jacobi y sabia que era ttil para describir fenomenos

ondulatorios.
Onda: y = Acos(Kx — wt)

Para operar es mejor considerar y = Aei(Ez—wt)

y, al acabar, tomar la parte real.

Schréodinger pens6 en una onda de ecuaciéon
z/)(t,x) — ei fase

0 0
La accién cumple que g _ p A 7 _ —-H=-F
or ot
Conv=cte - p=cte - E=cte = S=—Ft+ px, que sera la fase de nuestra onda. Pero la

fase debe ser adimensional y esto tiene dimensiones de energia - tiempo y, casualmente, A tiene estas

mismas dimensiones, entonces [ﬂ =1, adimensional, y es lo que tomaremos como fase.




Ignacio Vallés Oriola 26.2. Como pudo Schridinger deducir su ecuacion

Este sera nuestro prototipo de onda que no sabemos a que responde.

Volvemos a usar el truco de los fisicos, derivemos a ver qué ocurre (es lo normal a la hora de buscar

ecuaciones)

> aa—qf = psii (g) = —i@/}%E = fmj/}%%

o D) - Do () =

Despejando p? = Q_TZ% p? = Zgj;f e igualando,

= ih— (26.2)

Si hubiésemos considerado V' (z) # 0, hubiésemos obtenido

Ecuacién se Schrédinger

oy R 8%
ihor = —o— oy + V(@) ¢ (26.3)
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Capitulo 27

Hamazlton-Jacobbi. Ejemplo

Veremos un ejemplo de Hamilton-Jacobbi (H-J) de modo diferente a como
lo vimos en el capitulo anterior por que resulta que H-J se puede interpretar

como una funcién generadora de una transformacion canénica (TC),

lo que resulta muy 1til para obtener las ecuaciones del movimiento.

27.1. Hamalton-Jacobi. Ejemplo

Formulacién de Hamilton-Jacobi

H< BS> oS —g oS . . oS _ g (27.1)
qi, 8 Y Bas = P15 at .

H-J visto como una funcién generadora de TC, concretamente de tipo 2, S = F5

En el capitulo 19, Funciones generadoras de transformaciones candnicas, vimos que:

Siendo K el hamiltoniano expresado en las nuevas variables y H el hamiltoniano en las variables antiguas.

Si en vez de llamarla Fy la llamamos S, escribiremos,

25 a5 5

S =S(q,Pt) : 9 =V Q; S =K-H (27.2)

219



Ignacio Vallés Oriola 27.1. Hamilton-Jacobi. Ejemplo

oS
Ademés de ser S una funcion de tipo Fy, exigimos la condicion fuerte de que sea K = 0 — B =—H
. oK . 0K
y aplicando las ecuaciones de Hamilton a las nuevas variables, @ = P AN P = —%, alser K =0

obtenemos Q =0 A P=0conlo que Q = cte = By P = cte = a, constantes del movimiento. Los

nombres « y [ para estas constantes son por razones de notacion histérica. Luego,

oS 08 oS
S =5(q,a,t) : — =p; — =—-H,; a—az

5 5 3 (27.3)

= [, que va a ser muy importante.

95
Oa

Aparece una nueva pieza,

Nuestro objetivo es el de siempre, encontrar las ecuaciones del movimiento, es decir, encontrar q(t).

27.1.1. Ejemplo H-J

Ejemplo 27.1:

Supongamos un hamiltoniano muy sencillo: H = — p? 4+ mgz

Plan:

. Calcular S, llamada funcién principal de Hamilton o accion que depende del punto final y en la

que el punto inicial es fijo, tal y como lo interpretabamos en el capitulo anterior.

oS
. Acudir a la ecuacion —— = 3 y despejar de ella ¢(t), la ecuacion del movimiento.

Oa

1 2
La ecuacion de H-J a este hamiltoniano da: H | ¢;, 8_5 + 6—5 —  — 8_5’ + mgx + 6—5 =0
Jq; ot 2m \ Ox ot

. Vamos a encontrar S. Tipicamente, S va a ser suma o producto de dos funciones cada una de ellas
dependiente de una sola variable, variables separadas. Si ello no pudiese ser, recurririamos a un cambio

de variable que lo facilitase.

1

En nuestro caso vamos a hacer que S = f(z) + g(t), llevandolo a H-J anterior, 5 (f’(x))2 +mgxr =
m

9(t)

Tenemos una ecuacion del tipo F'(z) = G(t) que solo es posible, Vx, Vt si ocurre que ambas funciones
sean la misma constante: F(x) = G(t) = cte = o Integrando,
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27. HAMILTON-JACOBBI. EJEMPLO Ignacio Vallés Oriola

0
> g=—-a — g(t) = —at —&—Z’ , tomamos la constante de integracion cero porque en las ecuaciones
de H-J solo aparecen las derivadas, es una constante aditiva.

_ \/ﬁ(a — mgx)3/? -1 2v/2m 3/2

> f=2m(a —mgz) — f(x) 3/ g —W(a — mgx)
Luego,
2v/2
S =ftg=-at — X mgr)? (27.4)
3Img
oS 2+v/2m 3 3 1 /2
L= =B = B=—t+-L"Z(a- 271 1= —t+ =4 Z(a— 1/2
=8 & =t L - mga) + oy ol = mga)
5 2
Tenemos que despejar x — | (8 +t)g4/ ] =a—mgr = T = & [(ﬂ +1)%g?
m mg 2
« 1 9 .
x=———g(B+1t)* . Interpretemos quienes son « y 3
mg 2
—— « es la energia, ya que por la ecuaciéon de H-J, ec. 27.1, tenemos que 5 —H = —F y derivando
en la ecuaciéon 27.4 tenemos que — = —q, por lo que @« = F

ot

E
Nuestra funcion principal del movimiento es, ahora © = — — g(ﬁ +1)?
m,

—— Para determinar 8 procedemos a derivar respecto del tiempo,
z=—g(f+1t) =—gpB — gt, dimensionalmente [z] = [gt] = velocidad = [gB8] — —gB =0,

g ., o
luego B = —-=, por lo que la ecuacién de movimiento es, finalmente,
Vo

E S 5 2 2ot E 10 1
e E g LB g 2 E s L,
g

mg 2 mg 2 \ g2 g mg 2g 2
. Lo L E vh
Como la energfa es constante, £ = —mv* + mgzx = cte = —mvg + mgxy — — = — + 2o
2 2 mg 29

r = X9 -|— ’U()t — 5gt2

En cuanto a la funcién principal de Hamilton (accién), con o = E se puede expresar, de la ec. 27.4,

2v/2m

como S = —FEt — 3 (E — mgx)3/2. Para que realmente S = S(t,z) y no aparezcan
m

constantes un tanto extranas F sino que solo aparezcan constantes iniciales g, xg, m, g podemos despejar
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to
la E imponiendo que, como / = 0, tendremos que al imponer s(tgp,z9) = 0 obtendriamos 0 =
to
2v/2m

—FEty — (F — mgx0)3/2 y, de aqui, tras pesados pasos despejar la E en funcion de las constantes

3mg
iniciales y sustituir en la ecuacion de S(¢,x)
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Capitulo 28

Teoria clasica de campos

Empezamos la teoria cldsica de campos (TCC) que es muy necesaria pa-
ra estudiar la teoria cudntica de campos (TQC). Cuantizar es discretizar
el namero de particulas pero si el namero es suficientemente grande, las

descripciones cuéntica y clasica coinciden.

28.1. Teoria clasica de campos. Introduccién

(Por qué usar campos en una teoria fisica?

A B
o

t .

La respuesta es sencilla. Supongamos que el Sr. A desea transmitir una informacion al sr. B, separados
por una determinada distancia, en el tiempo ¢t = 0. Si B recibe la informacion en ¢t = 0 se violan los
principios de la relatividad especial en que la informacion ha de transmitirse a velocidades finitas y aqui
se habria transmitido a velocidad infinita. Se trata del ejemplo de la gravitaciéon universal de Newton,
la formula F' = GMm/r?, que describe la interaccién Tierra-Sol, por ejemplo, si el sol desapareciese en
un instante la tierra lo notaria en ese mismo instante segin esta formulacion lo cual es imposible por la

teoria de la relatividad especial, nada puede transmitirse a velocidades infinitas.

El ejemplo mas sencillo para resolver el problema de nuestros dos senores que desean compartir infor-

macion (suponemos que atn no se han inventado las ecuaciones de Maxwell ni las ondas) es a través
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Ignacio Vallés Oriola 28.1. Teoria clasica de campos. Introducciéon

del siguiente prototipo primitivo de transmisioén de la informaciéon: usar una cuerda de modo que cada
vibracion producida por A se traslada hacia B e interpreta un 1, si no hay oscilacion interpreta un 0.
Obviamente, la vibracién lo hace, desde A hasta B, a una velocidad v finita, tarda un determinado

tiempo t en recorrer una distancia x.

T I

El mejor objeto que describe esta forma de transmision de informaciéon es un campo ¢(x,t) que mida
la altura de la cuerda en el tiempo ¢ y a la distancia « de A. (Si conociésemos las ecuaciones de Maxwell,
la forma més moderna de transmision de informacion es a través de las ondas electromagnéticas (em)

que se propagan a la velocidad de la luz, c).

En mecénica teoérica decimos que hay una velocidad finita de transmision de datos, que es lo mismo que

decir que las interacciones son locales (hablaremos de esto a lo largo del capitulo).

Vamos con nuestro primer prototipo de TCC y lo haremos con un soporte mecanico material que sera el
medio por donde se propague el campo, la cuerda. Esto es ahora al principio, las ondas em no necesitan

de ningin medio para transmitirse).

En mecanica teérica sabemos trabajar muy bien con objetos puntuales pero, ;como podemos traba-
jar con un medio continuo? Construiremos un “modelo de juguete” en el que tendremos una serie de
particulas de masa m separadas una distancia a y conectadas por muelles de constante eléstica k que

simularan el medio continuo.

Este modelo responde a la “localidad” de las interacciones, cada particula interacciona directamente solo

con sus inmediatas vecinas (izquierda y derecha).

Si nos separamos de la posicion de equilibrio, lo haran todas las particulas y adoptaran otra posicion.
llamando ¢; a la posicion de la particula i respecto de su posicion de equilibrio (g; > 0 la particula va

hacia la derecha de la posicion de equilibrio, ¢; < 0 si va hacia la izquierda), asi, el lagrangiano seréa:
m 2 K 2
L= ?Zqi - 52(‘1¢+1 - q;)
i i

m

Definimos la ‘densidad lineal de masa’ (estamos en 1-dim) como p = — En ocasiones, y pensando
a

en 6rdenes de magnitud, una particula al desplazarse de su posicion de equilibrio notaré fuerzas de los

muelles a los que estd unida, en unas ocasiones las fuerzas tendran la misma direccion y la particula
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28. TEORIA CLASICA DE CAMPOS Ignacio Vallés Oriola

notard F' = 2ka, en otras ocasiones los muelles ejerceran fuerzas en sentidos contrarios y F = 0, en

promedio podemos considerar que la fuerza que nota cada particula es F' = Ka.

En una cuerda, en lugar de fuerzas hablariamos de ‘tensiones’, 7, asi, la tension media que notaria cada
T

particula, pensando en ordenes de magnitud, seria 7 = ka — k = —
a

Inciso-1: recordatorio

b pa—
La integral de Riemman dice que / f(z) dz = lim b-a Z fx)

Podriamos decir que, si llamamos Az = Ta , entonces, Az Z flz) = f(z) de

Si hacemos que la separacion entre particulas sea infinitesimal, a — 0 (lo que es equivalente a N — 00),
tendremos que usando p y 7 podemos escribir el lagrangiano como

2 2
Lo g X g () s g a e ()

- a
%

h) — it1— ¢ _ A dg;
y como la derivada es f'(z) = }lll'n% M , podemos interpretar Bl — 4 _ 2 = dql
— a a x

a—0

En el limite al continuo, cuando todos los puntos estéan infinitamente proximos, ¢; pasa a ser una funciéon
dexyt, ¢(x,t), asi, podemos escribir el lagrangiano para una cuerda 1-dim al pasar del prototipo discreto
de particulas y muelles al continuo de la cuerda como:

2 2
SR HCRHE
2\ ot 2 \ Oz

(28.1)

Podemos interpretar el lagrangiano en 1-dim espacial que acabamos de obtener suponiendo que las
particulas realizan desplazamientos horizontales o verticales.

I\2

Dimensionalmente observamos que [p| = ML~'; [r]=MLT ? — [T} = (T) , T define una
P P

cierta velocidad al cuadrado que debe ser la velocidad de propagaciéon de la onda.!

1Se demostrara cuando hagamos las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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1 B 1 [ 1 /8¢)\2 99\ ?
riaie L—/d“z[vz<at> _<ax>] (252

Si quisiéramos inventarnos un prototipo de TCC que fuese invariante Lorentz®, lo que deberiamos hacer

_ _ B 11 (90\° 1 [8¢\°
es lo mismo que ahora pero sustituyendo ¢ por v: L = /dm |:262 <E> —3 (%

En notacién relativista®, haciendo ¢t = zo, tenemos

L= [ dog [@00)° - @16)"] = [ dog (@06)(@00) — @10)@19)]

1
Como la métrica® es gap :( . j, al subir indices tenemos +9°¢ y —0'¢, luego
—1

L= /dw%[(@oqb)(@ogb) + (019)(9'9)], de forma mas compacta, L = /dcc % 8,0 "¢

2Grupos de Lie. Javier Garcia. https://www.youtube.com/c/JavierGarciall0, capitulos. 15, 16 y 17

bVer video curso de ‘Relatividad general’ de Javier Garcia, https://www.youtube.com/c/JavierGarcial 10/playlists
“Métrica usada en TCC
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Capitulo 29

Campo relativista

Vamos a seguir construyendo la acciéon del campo que sea invariante relati-
vista, que cumpla lo que dijo Einstein del espacio-tiempo y también veremos

como encontrar la dindmica del campo, lo que nos llevard a las ecuaciones

de Euler-Lagrange.

29.1. Accién del campo

1
En el capitulo anterior obtuvimos L = / dx 3 Ou¢ 0", que, definiendo la

1
Desnidad lagrangiana L = > L@ OF o (29.1)

podemos escribir como L = / dz L

En mecanica clésica, con un numero finito de grado de libertad (ntmero finito de particulas, N < c0),

tenemos S[q(t)] = / dtL , en nuestro caso, la accién de un campo ¢ se define como:

S[qﬁ]:/dtﬁz/dt/dx%@(ﬁﬁ“(ﬁz//dtdazﬁ(q&,é‘#qﬁ)

1 1

con L=< (900 + 0:0'¢) = = ((8o9)> — (019)?)

|
N |
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Como la integral es la suma de infinitos puntos, S ~ E L < 00, lo cual impone unas restricciones para el campo,
i\j
por ejemplo, ¢(|z| — o0) ~ 0, ¢(|t| = o00) ~ 0y también do¢p — 0y d1¢ — 0 cuando z,t — oo. Los campos han

de cumplir estas exigencias logicas.

Nuestro espacio-tiempo es de 4 dimensiones (R3 espacio, R tiempo), por lo que:

S[¢p] = / / / / dtdedydzL(¢,0,¢), introduciendo ct por t,

/_Z/_Z/_Z/_Zc‘itdx dy dz £(¢73u¢):/_0;/:/:/_2dx0 da’ da? da® L£(,0,0) =

o0 o0 o0 o0
= / / / / dz* £, integral de volumen espacio temporal. Con esto, la definicion simplificada
—0o0 — 00 — 00

—0o0
de la accién del campo es

S[4]

Definicién simplificada de la accién del campo

Slé] = / dz* £(e,8,0) (20.2)

29.2. Dinamica del campo

Para determinar la dindmica del campo tenemos que aplicar el principio de minima accion. Hay dos

maneras de enfocar esto:

a) Supongamos que podemos separar el espacio del tiempo, diagrama x-t: (‘pelicula’)

Imaginemos que podemos separar x-t. Colocdndonos en t=0, escogemos el que queremos que sea nuestro

campo, ¢(0,x). Si nos colocamos ahora en t=1, queremos que el campo sea ¢(1,x).
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29. CAMPO RELATIVISTA Ignacio Vallés Oriola

De todas las posibles formas en que la curva ¢(0, z) se puede convertir en la curva ¢(1, x), la curva ‘real’

sera la que minimice la accion. ¢(x,t) serd tal que s = [ dt [ da L sea minima.

Tenemos como una ‘pelicula’ de curvas posibles desde ¢(0,x) hasta ¢(1,z) que minimizaran la accion.

Para generalizar y hablas en abstracto del espacio tiempo, plano x-t: (‘sabana’)

Ahora no vemos una ‘pelicula’ como en el caso anterior, ahora tenemos la historia completa, en vez de
curvas que varian de una a otra, en esta ocasiéon tenemos una ‘sdbana’ en que pasamos del perfil ¢(0, x)
al perfil ¢(1, ).

La ‘sabana’ correcta que pasa de uno a otro perfil es aquella cuya acciéon es minima. Cada sabana de
las multiples posibles que une los perfiles ¢(0,z) y ¢(1,z) tiene asociada una accion determinada, un
ntimero. La sdbana correcta es la que hace que la acciéon sea minima.

Para minimizar la accion hacemos que 5 = 0. Los puntos de la sdbana varian un poco (infinitesimal-
mente) cada uno de ellos de forma independiente lo que da lugar a una variacion infinitesimal del campo,

d¢(t, x) en cada punto de la sdbana que hara que la variaciéon de la accién sea nula.

Para determinar el campo, el procedimiento es:

0¢p /S =0 — Ecuaciones E-LL. — Ecuacion —  ¢(t,x)

Este sera el campo que determina la sabana real-verdadera.

Para un sistema mecanico con un numero finito de grados de libertad, N < oo, las ecuaciones de E-L

wy 0L _d (oL _
Y 0at) T At \ogt))

La generalizacion a un campo es inmediata, ¢;(t) — ¢(t,x) :

oL oL oL 0 oL 0 oL 0 oL 1 )
——— | =0 (Ver apéndice G)

b)) o) ) e

Las ecuaciones de Euler-Lagrange, usando notacion relativista, se pueden expresar en forma simplificada

COomo:
oL oL
— -8, (——) =0 p=0,1,2,3 (29.3)
¢ 90,0

1Este desarrollo se puede ver con detalle en el capitulo 19 del curso de Javier Garcia “Teoria Cuéantica de Campos”,
https://www.youtube.com/c/JavierGarciall0/playlists
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Einstein, resumidamente, se dio cuenta de de que las ecuaciones de Maxwell entraban en contradiccion
con el tema de los observadores inerciales y dijo: “ cualquier observador inercial (que se mueva a velocidad

constante) debe describir un mismo fenémeno fisico con las mismas leyes”: s[p] = fd4:1: Ly gg

Oy (ﬁ) =0 para determinar el campo ¢(¢,x)

. Qué es un observador inercial en nuestro espacio-

tiempo, en nuestro plano x-t?
Segan Galileo, debe ocurrir que

' =x— ot

=t

Tenemos que comprobar que dos cualesquiera ob-

servadores inerciales tienen la misma accion.

o= farsse [ fussarae | faras [ (5) - ()]

Tomamos ¢ = 1 por comodidad y hacemos el cambio de coordenadas t,z — t',x

J¢ 96 B
> 8t % at/ % / % U% = 60/¢ val'd) — 80¢

29 09 Y a¢ B B
> ax at’% - = 81'1,' = 8113

=2 +ovt =2z +ot

/

Transformacion inversa de Galileo,
yaque t =t

Para el cambio de coordenadas hay que tener el cuenta el determinante del jacobiano:

ot ot

a 10

t/ —

gﬁ %’gj =, 1= 1, luego,
ot oz’

S = //dtl dz’ 1 % [(80/¢—vall¢)2 — (81/(;5)2}
s [ [ at @ [@vo) + 2 (0u0) ~ 2006000~ @vo)] / [atar (@ - @iy

Luego S|[t, z] ://dt dz % [(009)* — (019)%]  # //dt da’ - [(009)* — (019)?] = S(t',2)

Los observadores inerciales no tendran las misma leyes, las transformaciones de Galileo no funcionan.
Lo que sigue siendo valido es que los observadores inerciales deben tener las misma accion, para ello
suponemos que hay otra transformacion distinta a la de Galileo, por ejemplo z’ = ax‘bt, t' = dx + ft
y determinar estas constantes exigiendo que la accién sea la misma para los dos observadores, pero este

procedimiento es muy largo.
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Como realmente la transformaciéon de Galileo no es del todo falsa, sigue siendo valida para pequenas

velocidades como se comprueba a diario, la estrategia a seguir va a ser suponer una transformacion de

la forma:
' =~(x — vt)
, v con v = y(v) y el factor ¢* responde a necesidades dimensionales
¢ = (t-30)
, v
. il':’}/(l'—*ct) v xlz'y(gj—ﬁct)
Introduciendo ¢ con ¢, ¢ llamando (B = —, tenemos
ct'zy(ct—fa:) ¢ t' = v (c¢t—0x)
c
2 = (x1 _ 5330

Usando la notacién relativista 20 = ct,

y continuamos sin saber quién es «y

Para que esta nueva transformacion propuesta reproduzca la transformacion de Galileo a bajas veloci-

dades, v<<ec = >0 = ~v—1
—— Paralasz =/—0 = m’%'y(x—gcx):v(x—vt) = v=1
c
0

—— Para las ¢ ﬁct':'y<ctfgx) = t'=x tzvgz ~~vt = v=1, luego
c

= v (x—pct) _€j0_> =z —ut
' = vy (ct—px) =t
v—1

La transformacion propuesta reproduce la transformacion de Galileo para bajas velocidades. Ahora

tenemos que determinar « exigiendo que esta transformaciéon haga que las leyes de la fisica sean las

mismas para dos observadores inerciales,.

9  9¢ 0a°  9¢ ozt 09 9

" 920 T 02 920 ' 0aV 020 8x0'7+ﬂ78x1'
— ; 99 _ 3,90 09
>  Analogamente, Bl 578330, +76x1/

2 2
Elevando al cuadrado y restando, (&b) — <8¢) =~2 [(3o/¢>)2 + %01 ¢)* — (,32(30/¢)2

020 ox!

=72[(1 = B*)(009)* — (1 = %) (0r¢)*] = v*(1 = B)*[(0¢)* — (O ¢)?] = L

o o’ v B
Nos falta el jacobiano, ‘ = 1-p
x| |=v8 =By
Como  det Ox = %, tendremos que
oz’ (895 >
det
ox
//de/ dl’ll @ //dxo/ dz 1 2(1 _ 52)[(80’(15)2 _ (81’¢)2] —
ox' 52)
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- / / dz da' [(8yd)? — (816)?) vy

La accién queda invariante para ambos observadores.

Estariamos tentados a sacar la errénea conclusiéon
de que v puede tomar cualquier valor con tal de
que v << ¢ = v — 1 lo cual no es cierto porque
ademaés hay que exigir que las leyes de transforma-
cion sean las mismas para ambos observadores con

tan solo cambiar [« —f

El resultado de la inversa de la transformacién debe ser:

xl’ = v (2t — B20) - et =y (@ + 8 2%)
Y

Y
2 =y (@ - pat) 2% =y (@ +pa")

Para que se cumpla esto, se puede demostrar que es necesario que (1 — 3%)y%2 =1, es decir,?

(29.4)

El sigo + garantiza v <<c¢ = =0 = yv—1

Con esto completamos la deduccién de las transformaciones de Lorentz bajo el prisma de la relati-
vidad de Einstein y de imponer que las leyes de la accién sean las mismas para todos los observadores

inerciales.

Transformaciones de Lorentz

21’ = 5 (z' — Ba?) ) 1
ﬁ = E = +—1_—52 (29.5)

2% = v (a°— B )

2Ver demostracién al final del capitulo.
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En el préoximo capitulo:

Transformacion de Lorentz: — (Az%)? — (Az!)? = (AZL‘O,)Q — (Axll)Q , como vio Mimkowski®, lo
que nos serd de ayuda para definir los cuadrivectores que nos llevaran al grupo S=(1,3) que ser4 la

simetria fundamental de la accion s[¢] = d*z L£(¢,0,¢) con L = 3 90" ¢. Toda teoria de campos

relativista debe incorporar el grupo de simetria S=(1,3).

*TLas ideas sobre el espacio y el tiempo que deseo mostrarles hoy descansan en el suelo firme de la fisica ex-
perimental, en la cual yace su fuerza. Son ideas radicales. Por lo tanto, el espacio y el tiempo por separado estan

destinados a desvanecerse entre las sombras y tan solo una unién de ambos puede representar la realidad.”

Demostracion de la condiciéon v = +\/j52 al imponer que las transformaciones de Lorentz sean
1—
las mismas para ambos observadores inerciales con tal del intercambio (<« —f :

el = 5 (2! — pa®) e =y (@ + 5 a”)
2 = 7 (e~ ah) 2% = v (@ + ")

0’ - 0 0 0 0’
Matricialmente, 1:1/ = 7 7P 1’1 —7(* — Il =71 :171,
x B x x! x x

_ 1 v B

T:27217 2:217 2. TT:T T1:
IT| =~v* —~*(1 - 5) Y (1 = B)% - 72(1_5)2(),5 7)

20 _ - 20 _ 1 v B 20 _ 1 fyxol + 'yﬁxl/

! ') A =82\ v )\t ) (1 =82 \ 4B + a2t

0’ 1’
20 = 7 Vb = yz" + Bz

L 72(1— /5)2 72(1 _/3)2 _ 1

e ! = 75;1:0 + ’Yxl = ’Yﬂxol + ’m“l/ . i m -

-2 - Bp
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Capitulo 30

Estructura del espacio-tiempo 1/2

Representacion de los vectores de la base espacio-tiempo de un observador
inercial que se mueve a velocidad constante respecto a nosotros, siguiendo

escrupulosamente los principios de la relatividad especial.
El objetivo de este capitulo va a ser por qué es asi y lo que esto significa.

Newton: Las leyes de la naturaleza son invariantes para cualquier observador

inercial — Grupo de Galileo.

Einstein: Las leyes de la naturaleza son invariantes para cualquier observador

inercial — Grupo de Poincaré (para masas puntuales y para campos).
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30.1. Observador

Un observador, o sistema de referencia, en fisica es el concurso de un punto fijo del espacio llamado
origen y una base de tres vectores con una métrica que permita medir distancias y angulos (‘producto
escalar’). Los vectores de la base los tomaremos ortonormales (mituamente ortogonales, perpendiculares,
y normalizados, de médulo unidad: e; - e; = d;; ) {O;e1,e2,e3}. Ademas, el sistema de referencia ira

acompanado de un reloj, para la medida del tiempo.

Producto escalar: Asocia a cada pareja de vectores un nimero real y queremos que sea conmutativo
(@-b=10b-a) y bilineal ( (a+b)c = ac+ be; a(b+c) = ab+ ac; (A\a)b = a(\b) = A(ab) ) , para
a B\ (b

B8 v by 7

matriz

ello escribimos:  @-b = a” < ) b, en dos dimensiones, <a1 a2> ( la matriz

métrica
métrica ha de ser simétrica por la condiciéon de conmutatividad.

Para que se cumpla el teorema de Pitagoras,

<

1 0
Luego la matriz métrica g es la identidad: g =1 = (0 1).

El origen del observador puede variar con el tiempo, O)t), el observador se mueve. Tambinen podria

ocurrir que los vectores basicos fuesen dependientes del tiempo, €; = €;(t); pues bien definimos ...

30.1.1. Observador inercial newtoniano

Un observador inercial newtoniano es aquel observador en que la variacion O'(¢) es lineal con ¢ y los
vectores basicos no dependen del tiempo, e; # e;(t) : { O (a+bt,c+dt, f+ gt);e),eh, el }

2+ 3t 1 (1 1 (-1
Ejemplo de observador inercial en R?: + ;e =— , €h = —
—_— 1+t V2 \1 NCAW!

{O; e}, e4} es un observador inercial referido a no-

0

Medido por O Q = xey + yeo

Medido por O’ Q= (2+3t)er + (1 +t)ea +
el +y'ey, = wie; + xaes
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1 (1 1 1 (-1 1
Como ¢} = 7 (1) = \ﬁ(el +e) vy ey = \/§< . ) = —2(—61 + e2), tendremos

1 1 1 1
24+ 3t)er + (1 +t)e —i—x’(e +e)+ ’(—e +e>:xe + ye
( )1 ( )2 \/51 \/?2 Yy \/51 \/52 1€1 T Ye2

/

(2+3v+x/ y) +(1+t+ v Y ) — we; +
——-==e — 4 = ey =uzxe e
V2 v2)! V2 Vz) LT

1 1 .
— —— I 243t
2 Y V2 V2 ,
243+ —=—-——F% =z 1 1 T
Luego, s x\,/i_ y\,/i o matricialmente, y| = ﬁ ﬁ 1+t Y
0 0 1
Siempre se obtienen resultados del tipo:
11 T12 a -+ bt
ra1 T2 octdt | o, (TH r12> = R, una matriz ortogonal: RR” = I (matriz de rotacién).
T21  T22
0o 0 : 1

En tres dimensiones tendremos:

r11 Ti2 T13 Coa+bt
ro1 Tay T3 c+dt
: matriz tipica de transformacion entre observadores inerciales.
r31 T3o r3z . d+et
0 0 0 1

a + bt

Rsys c+ dt

Esquematicamente, J+agt

0O 0 O 1

Si ademas introducimos la coordenada temporal ¢ = ¢’ + m, hay un tiempo inicial para O’ (pero el

tiempo transcurre del mismo modo, dt = dt/, tendremos [R = (r;;) / RRT =1] :
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11 Ti2 Ti13

o1 T22 T23

31 T32 T33

a1 + blt
as + bat
as + bgt

t/

Expresién que representa una transformacion tipica de Galileo completa, describe como se ven las coorde-

nadas espacio-temporales entre dos observadores inerciales, uno se mueve respecto del otro con velocidad

constante.

Esquemaéticamente,

0

0 0 m
0 a+ bt
0 Rsy«3 c+dt
0 f+gt
0 0 0 O 1

t/

Lo mejor de todo es que este tipo de transformaciones, este tipo de matrices, forman un Grupo de Lie

multiplicativo y continuo!. Llamando G a este tipo

estas matrices, la matriz resultante guarda la misma forma.

0 11 Ti2  T13 ay + byt
0 ro1  Toa  To3 ag + bot
0 T31  T32  T33 ag + bzt
0 0 0 0 1
TEE
a+ bt
Rsx3 c+dt
f+agt
1

@ 0 0 O

]

0 0 0 m’
ri1 Tha T aj + byt
oty rhs aly + byt
ri1 Thy  Ths aj + byt
0 0 0 1
0 0 0) m’
a +b't
/ ! ! —
Ry 5 d+dt =
fr+g't
0O 0 O 1

1Ver, al menos, capitulo 1 del curso de ‘Grupos de Lie’ de Javier Garcia.
Apuntes en https://github.com/igvaori/Grupos-de-Lie/blob/main/GRUPOS-DE-LIE.pdf raw=true
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1 . 17

: " 1" 1
0 : b rhe  Tha al) + o4t

N /7 7 1" 7
0 : rs1  T32 sz - a3 tbgt

CL" + b//t
R/3,><3 C// +d”t
f// _,’_g/lt

@ 0O 0 0 1
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En mecénica newtoniana, toda ley ha de ser invariante baja transformaciones de Galileo que conecten

dos observadores inerciales, ambos observadores describen las leyes del mismo modo.

La relatividad no es invariante bajo transformaciones de Galileo, lo es bajo transformaciones del grupo

de Poincaré.

Veamos una sutileza muy importante: estas transformaciones son para las coordenadas de puntos, el
observador O ve las coordenadas de P(z'y’) que el observador inercial con él O ve con coordenadas

P(z,y) dadas por

1 1.
— - 243t
V2 V2 ,
= = = 1+
= 1v2 V2 Y
1 . 1
0 0 1

no ocurre asi para las componentes de vectores. Si aplicAsemos estas transformaciones a un vector

obtendriamos la contradiccién de que las componentes del nuevo vector varian con el tiempo y ello no

es posible:
1 1
= 2+ 3t
NG L
A, 1 1 : Al A, = - —=Ay+2+3t
al=1m B 1+1¢ T \1@ \1@ iImposible!
Y Ay=—A + —A, +1+t

o
o
—

Para transformar vectores, la sutileza consiste en cambiar el 1 por 0 al final de los vectores columna:

1 1 .
— —— . 243t
2 2
4, oy A,
o — — o1+t
Ajl = |v2 2 Ay )
0 . 0
0 0 1

es decir, los vectores solo se transforman con la submatriz ortogonal

1 1
e — = /
<j1> - (2 Y (ﬁfE) + A=RA' = A'=R'A
, 11
V2 V2 !

R matriz ortogonal (de rotacién): RRT =1+« R~ = RT

Galileo nos dice como cambiar un vector entre dos observadores inerciales y el sentido comtn nos dice
que las leyes han de ser invariantes bajo estas transformaciones: F=md+ F' = md’, los vectores F y
F' se expresaran con distintos nimeros (los observadores veran que apuntan a distintas direcciones) pero
ambos tendran el mismo modulo (al igual que ocurrira con @ y a@’) por lo que las leyes seran invariantes

bajo rotaciones.

239



Ignacio Vallés Oriola 30.1. Observador

Matrices de transformaciéon entre observadores inerciales para las coordenadas de un punto y para las

componentes de un vector.

i1 T2 Tz o a+ bt a + bt

: c+dt
To1 Tog T2z o cHdt ri1 Ti2 713 Rsxs +

T3 T3 T3z d-+et 21 22 123 “ ftot ()

31 T32 T33

Ejemplo 30.1:

Ejemplo de observador no inercial en Newton.

Oj;e1,e2 es un observador. O ;ef(t),e5h(t) es

2 P 5 =

otro observador que esta rotando sobre si mis-

mo, no es un observador inercial pues no se des-
- —

plaza a ¥ = cte (respecto de O) y las leyes de

Newton no se expresaran del mismo modo para

O y para O'.

Las leyes de la fisica solo seran invariantes pa-
ra observadores inerciales, que se muevan a

_ — T
¥ = cte pues, de este modo, resultan indistin-

guibles.

30.1.2. Observador inercial relativista

Espacio-Tiempo: 1-dim espacial y 1-dim temporal.

O: 2%=ct; 2'=2z; Para O : (ct',2') inercial respecto a O

En nuestra representacion, @’ en el espacio, para ¢l 2’ = 0, solo le pasa el tiempo. En su linea de
movimiento el vector unitario es e(. Asi, e} deberfa ser ortogonal respecto a e} pero esto entra en
contradicciéon con el principio de relatividad especial de Einstein en el que un rayo de luz debe ser visto
a velocidad ¢ para cualquier observador inercial.

Rayo de luz, x = ¢t — ¢ formaré 45° en el diagrama t — x

ParaO : ¢~ (1,1) z=ct — Az =cAt

Segtin el principio de relatividad, para O’ : & ~ (1,1) también, componentes iguales para que de la

misma velocidad.
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Por esto, el vector €] es el que aparece en la figura como €] y no puede ser el que aparece como ;/1 . Ha
de ser simétrico a e{, respecto de la direccion del rayo de luz, respecto de la bisectriz del primer y tercer
cuadrantes)

P . goo goi L.
La métrica atin no sabemos como debe ser, g = , pero como los vectores basicos han de
gio 9g11
ser ortonormales — eg-e; = 0 y también para el otro observador inercial, ey -e;r = 0 ademés

ey ey =ey-eg y ey -ep = ey ey, no puede haber distincion entre dos observadores inerciales, por
lo que go1 = g10=10

0
€y €1 = (a 0) goo go1 = (a 0) 915 =ago1B =0, Vo, VB8 = go1 =0
gio 911 B 9118

QL

Como el producto escalar es conmutativo, @ - b=b-d — g0 =901 =0

Si eqr = aeg + bey, como ey ha de ser su simétrico respecto de la linea de 45° (bisectriz), no quesa mas

remedio que intercambiar componentes y eyr = beg + aey

Como ey -e1r =0 = (aeg+beq) - (be, +aer) = abegeg + 0+ 0+ baere; = abgoo +bagir = ab(goo +g11) =
0, Va, Vb = goo = —g11

Siademas ey -eg=1 — goo=1 — g11 =-1

1 0

Y la matriz métrica espacio temporal sera: 1

Cualquier observador inercial se puede ver como un sistema de referencia en el que ese observador, con respecto

. . . . . . / L. . .. .
al sistema de referencia (YIIgELIl(ZhéLdO a Sl mismo, siempre tendra (:()Inponent() z =0 y la tmica dimension libre
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serd la del tiempo. Por ello hemos puesto e en el eje del movimiento del observador. De ahi, e} ha de ser
simétrico respecto a la bisectriz, debido al primer principio de la relatividad que dice que la velocidad de la luz

ha de ser constante.

Al poder distinguir entre qué es moverse por el espacio y qué es moverse por el tiempo (dimensiones indepen-

dientes), hemos llegado a que e - €1 = 0.

También hemos usado el segundo postulado de la relatividad diciendo que ha de ocurrir lo mismo en cualquier

sistema de referencia inercial, por lo que ef - ¢; = 0.

Por dltimo, geométricamente hemos averiguado la relaciéon entre las componentes de la métrica goo = —gi11-

Nos proponemos encontrar como se escriben los vectores el el respecto a e €1 ueremos expresarlo
0 1 0 3
en funcién de la velocidad v con que se desplaza O/ reSpeCtO de 0

v) =1
ey = f(v)eg+gv)er = si v =0 = f(@) asi e) =epconv—0
g(v) =0
. . . flv) =1
Por simetria (bisectriz), e} = g(v)eg + f(v)e1 y se cumple ) asi e} =e; conv—0
g(v) =0

Ademas, e/ - e} =0

Sabemos que e, - e, = goror = (0bs. inerciales) = gop = 1, por lo que
L=c¢j-ep=(feo+ger)(feo+ger) =f-1404+0+g> (-1)=f>—g*> =1

Si exigimos €] - €] = g111/ = g11 = —1 — ¢®> — f2 = —1, que es la misma condicién que la anterior.

Tenemos la condicién, f2 — g2 = 1, condicién que se cumple, por ejemplo, si hacemos f = coshf y

5 5 ey = coshf + sinh ¢
g =sinh 8, con 0 = 0(v) ya que cosh”6 —sinh“6d =1, asi que
e} = sinh 6 + cosh §

Tenemos que comprobar que se cumple que si v =0 =
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] ) coshf — 0
Efectivamente, sif —0 =

sinhf — 0
Vamos a encontrar cual es la relacion § = 6(v), para ello sabemos que cualquier punto del espacio
tiempo es de la forma ct eg +x e1, para O’ este mismo punto sera ct’ e{,+ 2’ €] y usando las expresiones
anteriores,

ct eo+ 2 e; = ct’ (coshf eg + sinh6 ey) + 2’ (sinhf ey + coshf e;) =

. . ct = ct’ cosh§ + o’ sinh 6
= (ct’ cosh 0 + 2/ sinh ) ey + (ct'sinh@ + 2’ cosh ) e; —

. ct coshf@ sinh0)\ [ct’
Matricialmente, =
T sinh® cosh@/ \ 2’

Si O’ esta en el origen de coordenadas y para ¢l solo pasa el tiempo, ' = 0 que llevado a la relacion

) ct coshf sinhb\ [ct ct = cosh @ ct’ . e
anterior, = — , relaciones que dividiéndolas nos

z = ct'sinh @ + 2’ cosh 6

T sinh @ cosh6 0 z =sinh 8 2’/

. lx
dan la relacion s = tanh @
c

El observador (O, que permanece quieto respecto de su sistema de referencia que lleva enganchado

. . x
(2’ = 0), es visto por nosotros, observador O, de manera que se mueve con velocidad — = ctanh 6 = v,

por lo que la relacién que buscabamos 6 = 6(v) es 8 = arctanh <v>

c
Como cosh® @ —sinh“f =1y tanhf = —— = — = 3, entonces
coshf ¢
p 9 p 9 , o , 1 .
sh =pch — ¢ —(Bch)y*=1 — (1—-p0)°ch =1 — cosh) = ———— = v y también

-

sh=th ch=p ch — sinhf =~f

Boost de Lorentz

t t/ t/ — t
c) _ (v WB)\[¢c @c:'yvﬁc@m)

2 8 v ) \2 ' -8 v ©

La segunda de las transformaciones es la inversa de la primera, es muy sencillo comprobar que

-1 -1
v B o —vp3 coshf sinhd coshf  —sinhf
) = , 0 que . = . ,
8 -8 v sinhf cosh¥d —sinhf  coshd

como vimos al final del capitulo anterior.
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Estas transformaciones se llaman boost (movimiento relativo entre dos observadores) de Lorentz. En el

siguiente capitulo veremos las rotaciones y las traslaciones.

En el capitulo anterior obtuvimos el boost de Lorentz de un modo forzado, exigiendo no sabemos por
qué, que 0,¢0" ¢ fuese invariante. Ahora lo hemos obtenido tan solo como derivacion de los postulados

de la teoria de la relatividad especial.

Ejemplo 30.2:

Ejemplo de observador no inercial en relatividad especial.
Un observador inercial en relatividad especial sera cualquier observador que no se mueva en linea

recta en el diagrama espacio-tiempo, t — x

vy < v1 < v9. En vy & 0 coinciden los vectores

ey y €} conlos eg y eq

A medida que aumenta la velocidad, los vec-
tores e y €} se van acercando uno al otro, el
angulo de separaciéon entre ellos se hace mas
pequeno, que era lo que observabamos en la in-

troduccion del tema.
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Capitulo 31

Estructura del espacio-tiempo 2/2

Acabaremos la estructura del espacio-tiempo que empezamos en el capitulo

anterior generalizando al espacio tetradimensional completo de Minkowski.

31.1. Grupo de Poincaré

Notacion: @ € R3; a € M*;

M* espacio de Minkowski cuadridimensional.

O ; O dos observadores inerciales con velocidad relativa v = cte.

Q=ctegt+re+yes+ze3 =

= aoeo + a161 + (L2€2 + a2+

+ct' eg+a’ el +y eh+ 2 el

€p €0
!/

€1 - M €1

eh €2

el €3

eo €5
/
€1 &

(ao at a? a3> +(ct’ 'y z’) /1 =
€9 82
es3 el
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€o €0 €o
e e e
(ao a' a? a‘s) ! —|—(ct’ 'y z’) M| = (ct Ty z) !
es e2 €2
€3 €3 €3
€0 €o
e e
[(ao al a? a3)+(ct’ oy z’) M} ! =<ct Ty z) !
€2 €2
& €3

ct! ct —a®

/ _ 41

SVa Vel Il N VesS el
Yy y—a

2 z—a

ct’ ct —ad ct a®
x’ z—al T al
’ = A 2 = A - 2
Yy y—a Yy a
z! z—ad z— ad

A depende solamente de la velocidad relativa entre los observadores @ y O’, por lo que aplicada a

a® b0
al b
la matriz g nos proporcionard una matriz constante que llamaremos A o | = - 2 y podremos
a
ad b

escribir la transformaciéon de coordenadas entre dos observadores inerciales como:

ct’ ct b0
x’ T bt
= A + , que usando el mismo truco del tema anterior,
Yy’ Yy b?
2’ z b3
ct’ b° ct
1
o A b N
2
N b3 y
2’ b z
1 0000 e

Matriz que definira lo que llamaremos transformaciéon de Poincaré que tendran estructura de Grupo

multiplicativo de Lie. Nos queda atin por determinar la forma de las matrices A.
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Para transformar lo que llamaremos vectores Lorentz usaremos solamente las matrices A (que es como
cambiar los 1 por 0 en las matrices primera y tercera de la ecuacion anterior). Es decir, Llamaremos
vector Lorentz a cualquier cuaterna de niimero (A%, A, A2/ A3) que al cambiar entre dos observadores

inerciales se transformen asi:

AY A©
AY Al
a2 | T A 4z
A% A3

Vamos a determinar qué condiciones deben cumplir las matrices A:

A= (M) = MT=Xx"1 = M=0"1HT=(\T)"!, inversa y traspuesta conmutan.

€01 €o AY A
e e AY Al
Tendremos que: V=T o =217,
Cor () A A
ey es A% A3

Son necesarias dos condiciones: que estemos tratando con tensores (vectores) y que, para que los sistemas

1
. . . e . , -1
de referencia sea inerciales, la métrica tenga la misma forma ¢’ =g = 1
-1
El que estemos tratando con tensores significa que:
€o/ €p
% 1/ 2/ 3’ 0’ 1/ 2! 3/ €1/ o’ 1/ 2! 3/ —IN\T €1
v=20" ey +v" ey +v°ey+v° ey = (v v v v = (v v v v J(ATH) =
€9/ €2
€3/ €3
N T
UO €o ’UO €p €o
Ul/ €1 ’U1 €1 €1
1" | ayr =], (AT _ <v0 ol 2 v3> A (AHT _
v €2 v €2 €2
! G
’03 €3 ’Ud €3 €3
€0
€1 . . _
= (’UO vl w? v3) , relacién que evidentemente se cumple al ser A (A~H)T =T
€2
€3

Esto es lo que debe ocurrir para considerar a v un tensor (vector). Esto garantiza que estamos tratando

con observadores.
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Para exigir que estos observadores sean inerciales, necesitamos imponer también que g = ¢/, ambos han
de calcular del mismo modo el producto escalar, A’ - A’ = A-A. Vamos a usar que A’ = AA y que
a-b=a"gb

A A= (A)Tg(A) = (AA)Tg(AA) = ATATGAA = ATgA=A- A

Por lo que, necesariamente, ‘ ATgA =g ‘ y los observadores serén inerciales.

Observadores inerciales

Estaremos hablando de observadores si
A =AA v ¢ = (A1) e (31.1)
y seran inerciales si

AT gA =g (31.2)

Ejemplo 31.1:

En el capitulo anterior, para el caso de un espacio-tiempo de 141 dimensiones espaciales y
Y

1\ conqe L
-8 v V1-p2

matriz si cumple la condicién de observadores inerciales, ec. 31.2:

ATgA:<'V —75)(1 0)(7 —vﬁ>:

-8 v 0 -1/\—8 ~

(2 90 )
-8 v J\v8 —v -6 1 )\p -1 0 p-1

1 0
= M <O ) =g, efectivamente, ATgA =g

-1

. . v
temporales, obtuvimos A = siendo 8 = —. Veamos como esta
c

Para cualquier transformacion de coordenadas, sean rotaciones o boosts, se usaran los generadores de
Lorentz!. Presentamos una versién reducida:

A =ematriz - con matriz = aK'+bK2+cK3+n1Jt +neJ? +n3J3, siendo K', K2, K3 los generadores
del boost en los ejes x,y,z y J', J?,J° las matrices generadoras de las rotaciones en los ejes x,y, z
respectivamente.

IVer capitulo 15, “El grupo de Poincaré 1/3” del curso de “Grupos de Lie” de Javier Garcia.
Apunte en https:
igvaori.github.io
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— O O O
o O o O
oS O O O

S O O

K3

o O O O
— O O O
S O O O

o O —H O

K2

S O O O
S O O O
— O O O

o —H O O

Kl

o O o O
0007

S O o O

- O O O

© © © ©

© © © ©

S © O -

K

© © ©o ©

- O O O

© © © O

o © = O

J

© © © ©

© © O ©

- O O O

o - o O

A=

1
e@K

A:

Ejemplo: boost direcciéon x

)

M3 ...

1
3!

1
ZM?
5 +

I+ M+

Por Taylor, eM

03 (K1)3 + - -

1
3!

0%(K')? +

1
I+(9K1)+§

A=K =

tenemos

9

|

95+...>K1+(

S O O O

S O O O

— o O O

)

I
0 0

94+...><

1
2
0+@

1
2!

A 1, 1
>+3!9K+~-~_I+<9+3!9 +
]+(

I
0 0

92<
I +sinh K + (cosh § — 1)<

1
I+9K1—|-§

A:

)

0
sinh@ 0 0

I

0 0

coshf —1

0
sinhd 0 0 O

|

Akt _ [0
0 I
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coshf sinh® 0 O coshd —sinhf® 0 0
inh h —sinh 6 ho
e 6 cosho 00 =A(f) Para A(—0) = s €08 00 que es la transfor-
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
.. . ct! ct
macioén que obtuvimos para pasar L] =A
T T
coshd 0 —sinhf 0
1
Si hubiésemos hecho A =e 0K? = _O 0 0
—sinhd 0 coshf 0O
0 0 0 1
1 0 0 O 1 0 0 0
Para una rotacion en torno al eje z, A= 07 = 0 = 0 C?Se —sinf 0
0 R, 0 sinf cosf® O
0 0 0 0 1

A = aE +bK24eKPtny I 40y P 40 J°

En general, que es la matriz de transformacion general o boost

generalizado entre dos observadores inerciales.

Ha de ocurrir det(A)=1.

Evidentemente, como ATg A =g — det(ATg A) = (det(A))?det(g) = det(g) — (det(A)? =1 —
tomamos det A = 1 ya que si detA = —1 — A # [ y no podemos reproducir el hecho que ambos
observadores sean el mismo, O = 0’ ya=b=c=n; =ny = n3 =0 con lo que A = 0T0+0+0+0+0 _
=17

De otro modo, como det(eM) = etre2a My trqza(M + N) = traza(M) + traza(N), como ademés se
cumple que traza(K®) = traza(J7) = 0, entonces, det A = det eM = O+H0F0+0+0+0 — 0 — 1
Grupo de Lorentz SO(1,3)

SO(1,3) = {A/deth =1 AN ATgA =g} (31.3)

Para que nuestra teoria cumpla con los requisitos de la relatividad especial ha de ser invariante bajo

transformaciones del grupo SO(1, 3) de Lorentz.

Las rotaciones, SO(3) = {R / RRT =1 A detR = 1} estan incluidas en el grupo de Lorentz,
SO(3) € SO(1,3)

Si incluimos las traslaciones espacio-temporales en el grupo de Lorentz, tenemos el grupo de Poincaré
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Grupo de Poincaré

aO
al
Aesos)| |%,
a (31.4)
a3
0000

En una teorfa de campos en la que no existan puntos ni direcciones especiales, £ =# L(ct,x,y, z) sino
que £ = L(¢,0,¢), este tipo de langrangianos también deben ser invariantes bajo transformaciones del

grupo de Poincaré.
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Capitulo 32

Notaci6n relativista

En este capitulo veremos que se entiende por base dual (subir y bajar indices)
. . / P .

vy que significan cosas como A*, o A Yy veremos un rapido repaso a los

tensores, todo ello para volver, en proximos capitulos, a la teoria clésica de

campos.

El contenido de este capitulo es base para los que van a continuar.

32.1. Vector dual y producto escalar

Es espacio tiempo de Minkowski lleva asociado un espacio vectorial métrico de Minkowski.

1 goo 911 g1z gi3
-1 e
La métrica de Minkowski, g = ) es, en general g = g
— ... DY 923

—1 e e e g33

00 11 12 13

PR 11 PR PR
Su inversa la denotaremos por ¢! = o g ' s | En Minkowski, g7' =¢

33

Producto escalar u-v=uTl gv
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0 0 0
u v goo 911 912 913 v

ul Ul 0 1 1 3 ... gll ... .« .. Ul

u=| ,|;v=|", - w-v=(u ' u' w 9
u ’l) .« .. PR 923 P ’l)

W3 3 g33) \o3

Llamamos vector dual de w, que representaremos como u, a la primera parte del producto escalar,

es decir,
goo 911 9gi2 913
u:uTg:(uo u1 ul u3> e gl]. e DRI _
.. DRI 923 ...
933
= ((u®goo +u'g10 + u?g20 + uPg30 , u0go1 +ugr +ulgar + oo, oees yrre ) =
= (4900, U%ga1, U*ga2, U*Ga3) (Criterio de suma de Einstein: indices repetidos se suman)
D. 32.1:
u0
1
=" dual: @=uTg; u= iendo g = uP
U= .2 vector dual: @ =wu"g; u=(ug u; uz us) siendo us = u”gagp
u3
Como la métrica es un tensor simétrico, uy = gaguﬂ

Con esto, podemos considerar el producto escalar como el producto del dual de uno de ellos por el otro:

T

u-v = u gv:ﬂvz(uo UL U U3) o

= uovo + ulvl + uzvz + U3’03 = Uy V

(o3

Atin mas, Uy V¢ = gop uP v* = uP vg

Veamos quien es son los vectores duales de los vectores basicos, con la métrica de Minkowski:

1 1
eo = 8 = eoze_oz(eo)Tg=<1 0 0 o) - B :(1 0 0 0)
0 1
0 1
e = é — = =(e)Tg=(0 ~ 0 0 ! » ~(0 -1 0 o)
0 1
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Anéalogamente, 62=<0 0 -1 0); €3=<0 0 0 —1)

Asi que los vectores duales de la base son:

e = (1 0 0 0) (e0)T el = (0 10 0) = —(e)T
e3 = (o 0 —1 0) = —(e3)T e = (0 0 0 —1) = —(e3)T

Base normal (covariante): {eg, e, e, e3}; base dual: {e?,el,e? e3}

Propiedad importante: ea €’ = 5P (Kronecker)
(32.1)
1 0
5 i 1 T N -1 1
Comprobacion: ey e' = (eg)’ g e1 = (] 0 0 (]) . ol == 0
-1 0
32.2. Transformaciones de Lorentz, A
Notacién para la matriz A:
29 AO’O AO’l A0’2 AO’3 20
1 AV AV AV AV 1
vl, = 2,0 2,1 2/2 2,3 U2 ,  multiplicando por filas,
v Ay AY ATy ATy v
3 A3’O A3'1 A3/2 A3’3 3
Y = AO’OUO +AO’11)1 +A0,2U2 +AO,3’03; vl = AI’O,UO +A1/1’U1 +A1’2v2 —I—A1/3”U3; :
Usando el convenio de Einstein y generalizando, I~ Aﬁla v*
Para la transformacion inversa, v = Av’ — v = AP o v (intercambiando indices)

. . . / . ’ .
En principio conocemos A +» bara pasar de v a v/, pero atin no sabemos como seré el paso inverso,

como seran las A? o
v'=Av - v=A" luego (AP_ ) = A?!

Para el célculo de A~! vamos a usar la astucia: en el capitulo anterior vimos la relacion AT g A = g,

despejando v teniendo en cuenta que la métrica de Minkowski cumple que g% = gg = I, tendremos:
ATgh=g — ATgAA = gA7! — Alg=gA! — ggATg=ggA"t=TA"1=A"!

-1
Luego la transformacion inversa es: A~! = g AT g es decir, (AB o) =gATg
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Para vectores contravariantes (indice arriba) tenemos el cambio «' = Au. Buscamos ahora la transfor-

macion de Lorentz para vectores covariantes (duales, indices abajo).

El vector dual del transformado es (u') = (u/)Tg = (Au)Tg =uTATg

T

Alser u=uTg = ag=uTgg=uTT=uT, porloque v = wgAT g,

perocomo g ATg=A"1 = o' = @ A~?!

Transformaciones de Lorentz para vectores contravariantes y covariantes

W = Au & WP = AP e W= aA"l o ug = ug A%y,

Vamos con las transformaciones inversas:

-, - ’
w =uA"t — WA=uA"'A=u, en componentes, u, = ug A,

Ojo: A o A A*, & AT

v 174

En muchos textos aparece lo que hemos visto A¢ 5+ bero en otros también aparece A7, los indices

cambiados de lugar. Veamos cual es el significado.

’
(N €0 AO AO
1 1
. . . (S _ €1 A A
En el capitulo anterior vimos: =(A—HT ; o | =A]
€or €9 A A
’
€3/ €3 A3 AS

A" =@ )" =4,

a’

intercambiando filas por columnas. Podemos pues escribir: ey = Aa,'B es

Esta es la explicacién del intercambio de indices que aparece en muchos textos: (A*, )T = A"

Como A,/ =(ANT y (A )T =(gATg)" =¢"AgT = (4" =g) =g Ay

A o (AHT =gAg

o’

Vamos a ver que obtenemos una interesantisimas propiedad al imponer que un mismo vector, en dos

. . . ’
bases distintas, se escribe como: Ate, = A* e,
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/ .
Ar e = AJAT A Ve, = AVey —  ha de ocurrir que:

A” A =67, Kronecker (matrices inversas)

2 . 2 . / .
Transformacion inversa de vectores bésicos: e, = Aa,Beg — eq = Aaﬂ e, es decir e, = ATe[g/

Multiplicando por A%,  A%(e,) = A%(A, ﬁ,GB/) = Aﬁlegl, en la otra base, por lo que deducimos

’ ’ ’ 4 .
que AP = A"‘Aa'8 . Para las componentes de un vector u, u? = u"‘AOC'8 . Anteriormente
’ ’
obtuvimos v? = AP 2V - Yatenemos dos formas para cambio de sistema de referencia de vectores
contravariantes.
. . / ’ ’
Las transformaciones inversas son: v® (eq) = v (A, Seg) = vfes — | vP = 0¥ AL

Aunque esta notacién parezca muy complicada, con un poco de practica se vuelve muy intuitiva.

Resumen de féormulas

Meétrica:

9= (9uv) gt = (g") Minkowski: ¢ = diag(1,—1,-1,-1) ¢*>=1 g=g7

Producto escalar:
w-v=ulgv=u0 = usv® = uﬁvg vector dual: @ =uTg = us =ulg.s = gaﬁuﬁ

Transformaciones de Lorentz:
A o A Aa/s' oA ATgAh=g & gATg=A""
(AHT = (A% 5, 5" (intercambio f por c) Ao‘lﬁAaﬂ =03

vV=Av & VP =AF v =veA P
Vectores contravariantes

’

v=A"t & vB=A" e v"‘,Aa,ﬁ

Vectores covariantes

{ ' = oA & vgr = VoA 5 = Ag v

’ !
v=2" A & vg = Ua/AaB = Aﬂ/a Valpha'

e = A—l Te ooen A Be
Vectores basicos: o ) es @ o 8

ca = AT € & ea=APep
Base dual: e = (ea)"g eV=el'; e=—el eqe? =60
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Capitulo 33

Campo escalar con masa

2
Sl¢] = /d“w (;aua“qb— ";¢2>

La féormula anterior representa la acciéon de un campo escalar con un término
2

. " me 5
de potencial cuadratico en el campo, 7(1) , con una constante m que
recuerda a la masa y que efectivamente, cuando se cuantiza el campo las
particulas tienen masa m. Esta féormula describe el bosdn de Higgs, solo tiene

masa y carace de carga, spin y color.

Como solucion a esta accién aparece un paquete de ondas cuya evolucion
temporal se representa en la siguiente grafica (¢, t, z), viajando a velocidad

que no supera a la velocidad de la luz.
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33.1. Accién de un campo escalar

1
Vamos a demostrar que la accién de un campo escalar, S[¢] = / d4xiaﬂ¢8"¢, es un inavariante de

3 2 . . . ’ / ’
Poincaré ante transformaciones (de Poincaré) z# = A* x® + a¥

00 _ ot 09 _ ., 9 _ 06

_ _ _ n
ox® Oz Ozt “Ozt  Qxr ¢

Veamos como van a cambiar las 9,,¢:

En el capitulo anterior vimos que los vectores duales se transforman como v, = ve A", luego
¢
ox®

= J,¢ se compartan como tal, como vectores covariantes Lorentz (indices abajo).

—— Como 0,¢0"¢ es el producto escalar de un vector consigo mismo y el producto escalar es un

invariante Lorentz, 0,¢0"¢ sera un invariante Lorentz y también la accién del campo escalar. O
—— De otro modo, subamos los indices: 8¢ = gH*dnp = g g dA?,
Efectuando el producto, 0,¢0"¢ = 80/¢A"'ug“°‘8/5/¢A5/a = A",“g““ag/gbAﬁlaag/(b@g/d) =

= g"w’ag/gb@g/gb = 3g/¢55/¢, invariante Lorentz

Ambos observadores han de medir el mismo cam-

po: ¢'(t',a') = é(t, x)

En general ¢/(z#') = ¢(z*), que abreviadamente

se puede poner como ¢'(z') = ¢(x).
Como también puede haber traslaciéon espacio-

temporal, ' = Az +a — v = A~}(2' — a), en

muchos textos aparecerd ¢/(z') = (A~ 1z — A~1a)

Es costumbre, por comodidad, tomar a* = 0 y, entonces, ¢(z’) = ¢(x) con lo que lo que resulta mas

usual ver en los libros de texto es | ¢’'(x') = ¢(A™ x) | que es la transformacion del campo bajo

transformaciones Lorentz.

Ejemplo: Sea f(x) = 22 y consideremos la transformacion =’ — 3z, como f’(2’) = f(x), ha de ocurrir

que:

2
f'(2") = f'(3z) = f(x) = 2?, Namando (3z)2 =y — f'(y) = <‘1;,7/>

1\* 22
Volviendo a las z : f(x) = (1) =
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.772

:>V[II T-}H

Luego, la transformaciéon de f serd: f: x — 2

1
En nuestro caso: 2’ =3z — A=3yA"! = 3 por lo que

¢ (x') = p(A~ ) = f CI) _ 2

Hasta aqui la accion del campo, vamos ahora a por

33.2. Accién de una particula

Vamos con la accion de una particula de masa m, S[z(t)]. En nuestro espacio-tiempo van a coexistir un

campo ¢ y una masa puntual m.

Se sabe que la accién de una particula es proporcional a la “longitud” de la trayectoria espacio-temporal.

De todas las trayectorias posibles, la particula describira aquella que minimice la accién, la “longitud”.

ds = (cdt)
T

La “longitud”, llamada intervalo o elemento de
linea ha de estar medida con la métrica del

espacio-tiempo:

1
INTERVALO = +/ds-ds = (cdt x) (0 01> <Cdt> = Vc2dt? — dx? = Vds?2 = ds
— x

B B
Para una “longitud” entera: s[z(t)] = a/ ds = a/ vV c2dt? — da?
A A

o es para que al volver a Newton obtengamos S[z(t)] = / %U2dt

1
Para ello usaremos un Taylor /1 —2z~1— 52 z<<1

B B 2 B 2 B
1
s[m(t)]:a/ \/CthQ—dxzza/ \ll—v—cdtza/ 1- -2 cdt:/ Mcte_gv dt &
A A c? A 2 c2 A 2

B M (6]
e [y §v2dt -, =m a=-—mec

2 2
v cte v . 2
cay/ 1 — - & —mc?.  +m—. Las constantes no importaran para la §.5
c
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B
Finalmente: Slz(t)] = —mcz/ VvV1—1v%/c?dt
A

De donde se deduce que L = —mc?y/1 —v2/c2

Calculemos el momento candnico conjugado:

oL 9 —2uc? muv

O TR pecy RN Ry ==

0
0 d (0L d (0L oL
oot 3~ (B) 0 G ()0 =

Vamos con el hamiltoniano:

2 2 2(1 — p2/c? mc2
H:pv—L:L+mc2\/l—v2/02:7v +me( U/C): = E

V1—v2/c? V1—wv2/c? V1 —v2/c?

Veamos la relacion entre F y p:

Despejando v de p:  p? = _my - p? =2 (p

pc?

/p2c2 + m2ct

Despejando el factor /1 —v2/c? de las expresiones de E y p,

- v =

N
=
(o)

\/1—112/622@ \/1—112/622% = v= —
p

Relacion que expresa la velocidad v de una particula en funcién de su momento p y su energia F

Al comparar las dos expresiones obtenidas para v: E = \/p%c® + m2c*

33.3. Campo escalar con masa

Resumimos las formulas que ha de seguir un campo escalar ¢ y una particula de masa m a velocidad v
en un espacio-tiempo relativista:

0p , 1 mu mc? p2c?
—— v.covar., ¢'(z)=¢(A" " z); p=—— E=—" | E=+/p2c2+m32ct, v=
s ( ) ( ) 1—1}2/02 1_1}2/02 E

Ahora tenemos que asociar a la particula de masa m un campo que tenga forma de onda, siguiendo los
pasos de De Broglie.

Ocurre un hecho curioso:
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2 2 dE
> En Newton: E:@:p—, p=muv —>7:£:v
2 2m dp m
dE 2 2
> En Einstein: FE = \/p2c2 +m2c* — — = L _pc _ v

dp 9 /p2c2 + m2ch T E

dE
La relacion | v = T nos servira para conectar con el tema de las ondas.
p

Supongamos que deseamos que nuestro campo ¢(z,t) fuese una onda cuya velocidad de grupo fuese la

misma que la de la particula, v.

En las ondas, la velocidad de fase es el cociente
entre la frecuencia angular y el namero de ondas, @ —»

vy = w/k y la velocidad de grupo es vel.grupo = v
dw G~

ak NN\

Cualquier onda se puede considerar como la suma de varias ondas planas (Fourrier), cada una de ellas
de la forma ¢ = e*“*=%%) de modo que ¢ = Z ape'@t—kz)

(Qué relacion habran de cumplir w y k para que satisfagan nuestro deseo de que la velocidad de grupo

d dFE
de la onda coincida con la de nuestra particula? — d—: = v = T
p

Como queremos que estos sea valido en el régimen cuantico establecemos como postulados:

De Broglie: p = hk Plank: E = hw

d(hw)  fd(w)  dw

E —
dp  d(hk) ~ jd(k)  dk

d) ~ ei(wtfk:v) ~ ei(%tfga:)

De modo que

Esta onda tendra velocidad de grupo idéntica a la velocidad de nuestra particula de masa m.

4

Vamos a obtener la ecuaciéon de la onda. De la ecuacion E? = p2c? + m?c* vamos a obtener E y p en

funcién del campo ¢ mediante el siguiente truco:

82¢¢<z’E>2E2<I> Lo 9%

o2 h h2 o o2
9%¢ —ip\*>  p2® ,  h20%
> 8x2_¢<h> ST VT e

Sustituyendo en E? = p?c? + m?c?,

Llevandolo todo a la derecha y multiplicando toda la ecuaciéon por se obtiene:

h2c2’
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1 90%¢ ?¢  m2c? . ei
20z 92 + 2 ¢ =0 Ecuacion de Klein-Gordon (33.1)

., . . Ey p
Que es la ecuacion de onda que tiene por solucion G )] y cumple que E? = p?c? + m2ct

9%¢ 0% N (mc

O @) ) 0=0

En notacion relativista, (ct = 2°),
o &9
(02~ 9(z))2

relativista como:

Como

= 0,¢00"¢, podemos escribir la ecuacién de Klein-Gordon en forma compacta

8, o + (mc>2] ¢ =0 (33.2)

( 9,0" = 990" + 919" = 9pdy — 8101 = 9F — 7))

La ecuaciéon de Klein-Gordon se obtiene al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange a la acciéon de

un campo escalar con masa.

2 2
@] = [ato (30,000 - T ) o L= ga0e - T
2 2 2 2
oL oL
Ecuaciones de Euler-Lagrange: — — — =0
SHEE 96 T M a0,0)

oL 9

> % = —m ¢
oL oL oL 1 1

> 0 =0 +0 = 0p(=200¢p) — 01 (—=201¢) = 02— 03¢ = (9p0° +0,0" )¢ =

”5(@(15) 08(80¢) 18(81¢) 0(2 0925) 1( 2 1¢) 0¢ 1¢ ( 0 1 )¢
(0,0")¢
Llevandolo a las ecuaciones de Euler-Lagrange: —m?2¢ — 0,0"¢ = 0, multiplicando por (—1),

[8,0" + m®] ¢ = 0O

La relacién E? = p?c? + m2c*, expresada com w y k se llama relacion de dispersion:

m2ct
E? =p?c?+m?ct; E=hw, p=hk — ﬁZwQ:ﬁz(k202—|—m204 — w=/k%c? + =
que es la relacion de dispersion de Klein-Gordon.
mCQ ? mc 2 mc 2
Si calculamos la velocidad de fase, vy =w/k=14/c?+ (hk) =cy/1+ (ﬁ) > ¢ pues (ﬁ) >0
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Vamos con la velocidad de grupo que es lo que realmente tiene sentido en la transmisién de datos:

dw kc?

’ngiz

ket
e (2 e G Gy

1 e 2
=cC <c pues me >0
hk

Vamos a construir un paquete de ondas y verlo evolucionar en el tiempo (sw: matlab) Lo que sigue es

temario de ondas.

¢ = e!@t=k2) ¢ C, | tomando la parte real ¢ = cos(wt — kx) que es una onda plana con w y k
Deseamos construir una perturbacién que se mue- k
va con velocidad K,, (k promedio), para cons- A
truir este paquete de ondas lo que hay que hacer !

es ¢ = ng cos(wt — kx) . gi ha de representar
k

un “bulto gaussiano” con méximo en ky,

Podrfamos definir nuestro campo como: ¢ = e~ =Fn)" cos(wt — kx)

La representacion estatica del campo es:

La evolucion del paquete se realiza de modo que el maximo, al que apunta la flecha roja, se desplaza
despacio hacia la derecha. La linea verde representa la velocidad de fase y la roja a la velocidad de
grupo. La linea verde se desplaza a mayor velocidad que la roja. (Resultado de la simulacion con el sw.

matlab.)
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Extension al espacio-tiempo.

33.4. Ejercicio propuesto

Supongamos un campo ¢(z,t) = etk com w = FE/hyk=p/h

L. : D
El observador canénico O que ve este campo observa una velocidad de grupo vy = — = —
w

Con una transformacion de Lorentz A, un observador inercial O" que se mueva a v, observara el

. 1yl ’
campo ¢/ = ei(W't'—k'z"),

Calcular el valor de w’ y k¥’ y comentar el resultado obtenido para la velocidad de grupo de ¢’ que

observa (',
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. 14! r
¢ = elWt'=Ka) calculemos w' y K

Lorentz: 2’ = A(z —a), asumiendoa =0 — 2/ =Az « x=A"1a
v -8 (7 B 1
A= ;AT = V= —F—=; B=v/c
(—vﬁ gl ) <vﬂ gl > V1-p?
ct\ (v B\ ([t . et =~(ct') +ypr’
x VB ' x  =~vB(ct') + 2’
w w
wt — kx = —(yet' + yB2') — k(yBct’ + vz') = (wy — kyBe)t’ — (k’y - —’yﬁ) =Wt — k7
c c

= wy—kyBc =| y(w — kBc)
Luego

= kv—%vﬁ = v(k—%ﬁ)

Para un observador inercial O’ moviéndose a velocidad constante v = vg,

= v(w—kﬁc)=7<w—k]:f0) =v<w—kic2> =W [1—(];6)2] —on(1-8) [w/y

, -2 1= /1-p2 , 1
() 1—p32%) = = =\/1-32=— " =1
O A=) = s e Y i
ke
K] =y(k=28) =7 (k-22) = (k- k) =
K] =y ~B) =~ —— ) =2k—k) =[0]
K'c?
La velocidad de grupo que mide el observador es 'u; = — :@
w
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Capitulo 34

Tensor energia-momento. Campo

escalar

Vamos a definir el tensor energia-momento para un campo clasico (también

servira para la version cuantica) y lo haremos a través de la simetria continua

de la traslacion. Aplicaremos el teorema de Noether a esta simetria.

2
Aclaracién: Para el lagrangiano de Klein-Gordon, £ = 0,,¢00"¢ — %qﬁz, al calcular la ecuacion de

movimiento aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange, obtuvimos (aua# + m2) ¢ =0.

En cambio, en el capitulo anterior el resultado que obtuvimos para la ecuacién de Klein-Gordon

era: [(%8“ + (77;;)2] =0

La explicacién esta en que al definir £ lo haciamos en el sistema natural de unidades o sistema de

Plank, en que h = ¢ = 1. Veremos esto en un proximo capitulo.

34.1. Traslaciéon espacio-temporal

1
Consideremos un lagrangiano genérico, L = > @ O — U ()

La accion sera  s[¢p] = /d4 L(},0.9)

2

> Si U(g) = %([)2 — obtendriamos el campo de Klein-Gordon.
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¢( fz], [t = +00) ~ 0
9,0( |zl |t| — +o0) ~ 0

> Ha de ocurrir que

Vamos con una traslacién espacio-temporal:

— . ct = ct +a’
ot — xt = zH 4 at dim (1+1) :
T=zx+a'

Podemos interpretar que se trata de otro observador que mide el mismo campo en el mismo punto:
d(z") = ¢(i*), en general, ¢(x) = ¢(Z). Esto solo es cierto para campos escalares.

Importante:
#(Z) = ¢(x) — Podemos definir 6¢ = ¢(Z) — ¢p(x) — 0o =0

Puede haber situaciones en que S(b # 0 y solo se daran para campos vectoriales (tensoriales).

En un campo escalar, d¢ = qg(i”) — ¢(x) = 0. En un campo vectorial, dhg = g?)a(;i‘) — ¢o(x) puede
ser distinto de cero. Un vector tiene distintas componentes para cada observador.

A= Aoeo + A161 = AOIGQ/ + Al/elr R
con A # AY A Al £ AV

A AM ©
por lo que A = A(i) — A(x) #0

El campo escalar no depende de la base, el cam-

po vetorial si.

Yy x

Los campos vectoriales daran lugar al spin.

o(x) = ~(:i:) Campo escalar, queda inalterado por una translacién espacio-temporal.

) . i =a
Veamos como se transforma 0,¢ en una traslacion espacio-temporal (1+1) dim: ) ) )
=z +a

¢
3%25 == % —
9 0i° 99 03t 09 0 a0 A
N0 = 520 = Duv a0 T gam g 0T 0= 008 =060,
. dp  9¢ iy .
andlogamente, 01¢ = 9l = 25l 0;¢ por lo que 0,¢ = 0;¢ y también O ¢ = 0#¢

Por ello, 9,¢ 0"¢ = ;¢ 0"¢ es un invariante bajo traslaciones espacio-temporales asi como el campo

7y, evidentemente, el potencial U(¢) por lo que la accion sers también invariante: S[¢p] = S[@]
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Para poder aplicar el teorema de Noether necesitamos una transformacién infinitesimal: a* / (a*)? ~ 0

o(z) = ¢p(x) — Pz + a*) = ¢(z) Aplicando un Taylor:

(z# + a) = ¢(r) + EE a' = ¢(x)

- d¢ Oz 0 ) o
Como §(2) = 6(a) — 5 =S 20 =ah = 2C
L 2 (b % [T B

uego, ¢(z"') + pyme o(z") + Ouda (z)

G(at) + aldud ~ ¢(x) — G(at) — p(a#) ~ —ard,¢ en general G(z) — P(x) ~ —a'd,(x)

0jo, ¢(z) no es lo mismo que ¢(z)

Hemos obtenido ¢(Z) = ¢(z) — ¢(z) — ¢(z) ~ —at0,¢

_

" a ) Se puede interpretar como una variacion del cam-
0]

po: d¢p = —atd,¢p(x)
Mpacio—ﬁempo

En lugar de una traslaciéon espacio-temporal es como si hubiésemos hecho una traslaciéon del campo

(traslacion activa).

Una traslacion espacio-temporal, una transformacion pasiva, puede verse como una traslaciéon del campo,
transformaciéon activa. Ambos puntos de vista conducen a la misma conclusion. Y esto es valido para

cualquier traslacion espacio-temporal de cualquier campo escalar.

L($,0,¢) no depende explicitamente de = pero si
lo hacen el campo ¢(z) y las derivadas 0, (x), por
lo que L(¢(z),0,¢(x)) y podremos asociar a cada
punto espacio-temporal un valor para la densidad
lagrangiana L e interpretarlo como que se trata de
una ’superficie’ en el espacio-tiempo. Al hacer una
traslacion infinitesimal, £ se comportara como lo
hacen los campos: 0L = —at9,L (Para una
transformacion finita si ocurre que 6L = 0, pero

bara una infinitesimal 6L = —a"0,L
I |

Lo que acabamos de ver es similar a lo que ya vimos con las transformaciones infinitesimales en el

dK
dt ?

teorema de Noether, 0L =¢ ahora, en teoria de campos, dL = —a"0,L
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34.2. Tensor energia momento

El hecho de hacer una traslaciéon espacio-temporal ## = z* +a* nos ha llevado a que el campo cambia
en la forma ¢ ~ —a*0,¢ y que la densidad lagrangiana cambia en el mismo modo, dL ~ —a"0,L.
Volviendo a usar la misma nomenclatura que usdbamos con las simetrias,

(3¢)s ~ —ard, o (6L)s ~ —atd, L

También calculdbamos el cambio del lagrangiano usando las ecuaciones de Euler-Lagrange,

oL oL
OB = 56" 50,8)° )

Para calcular ¢ = gg(x) — ¢(x), lo hemos hecho en un mismo punto x del espacio-tiempo, es por ello

por lo que variaciéon 6 y derivacion 0, conmutan: 6(9,¢) = 0,(d¢)

. ‘ N S e 2. 7
Ejemplo: ¢ = e ™ ; ¢ =sinx ¢ = 2z *; ¢ =cosx

- 2 ~ . 2 - 2
0¢' =cosx +2xe™™; dp=sinx—e* — (0¢) =cosx+ 2xe "

oL oL
Luego, (0L)g—1 = — O0u(69) Aplicando que AJ0B = J(AB) — (0A)B
0 (9
oL oL oL
0,(00) =0y | =—=9¢ ) — 0| =5— 0
35,5 %09 = (75,57%) = (s15,57)

Sustituyendo en (0L)g_p, gqﬁ 5 + 0, (8(?9{45) 5¢> - 9, <8((Z€¢)) 56
H W

Reordenando y sacando d¢ factor comin,

0) E-L

or oL
00k, = |55 =054 50+ 0 (5507%%)

Término nulo, ya que estamos calculando la variaciéon de la densidad lagrangiana suponiendo que se

cumplen las ecuaciones de Euler-Lagrange.

oL
Por Euler-Lagrange  (0L)p—1 = 9, (8(6¢) 5¢>
i

Por la simetria (0L)s = —at 9,.L

Ambas variaciones no son lo mismo, pero si imponemos que §¢ sea siguiendo la simetria, (0¢)g, entonces

ambas expresiones si son iguales y el teorema de Noether dice que:

o
( d))s) = —a""a L
(6(«%@ :
Como vimos anteriormente, (d¢)s = —a* du¢ , sustituyendo,
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oL
O (a(am) i 3”¢) = ook

L
Todo a la izquierda, d, (% at 8u¢> — a" 0,£L =0, poniendo un poco de orden el los indices,
n

oL
Oy <m a® 8a¢) - d’ 0L =0. Hacemos ahora = p para poder simplificar la expresion
o

(B es un indice mudo) y, por otra parte, como a* = cte — a*0,L = 9, (a"L), podemos sacar factor

comun y escribir:

o (g5 0°0n0) — 0u@t) =0~ 0 |(G5 "00) — ae| = 0

En esta expresion no podemos hacer o = p pues « no es indice mudo, pero si podemos usar la identidad

a* = §#a® y escribir

oL a a o o i B B . .
a“[(ﬁ(am ‘ M) = fac ‘} =0 — a 8u[<8(au¢) am) m] —0; a"£0=

T tensor energia momento del campo

15) o 0, oLl =0, T =0 34.1
H[(Wad))_a]—ua_ (34.1)

1
£=20,00"0
En toda teoria de campos, 2 . siempre se puede definir un tensor energia
St = [ d'e £(6.0,0)
oL . .
momento T = 900,0) O0a® | — OLL tal que su divergencia sea nula, 9,7 = 0
“w

Normalmente, el tensor energia momento viene definido con los indices arriba:

oL
~ 9(0u0)

My — ghvL.

(g"*0, = 0 greoH = gvH = gM” | g tensor simétrico. )

Vamos a calcular las componentes del tensor energia momento, para ello, escribiremos £ de modo més

comodo como:
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((009)? — (019)* — (020)* — (D30)%) — U ()

N | =

1
£ = 50,000~ U(6) =
. 1. 1 1 1
Es costumbre llamar ¢ = 0y¢ por lo que L = 5(;52 — 5(81(;5)2 — 5(82(;’))2 — 5(83¢)2 —U(¢)

Recordar que 9% =09, 0'=—-0;, i=1,2,3

Componentes del tensor energia momento:

| Deo=0 L, 1, 1 1 1
> T =g 6 — P L=F =S+ (0107 + 5(0:0) + 5(0:0) + U(9)

Llamando ?qﬁ = (010, 020,02¢) gradiente espacial del campo,
00 1., 1 ? 2 . A L
T = §¢ + 5( ¢) —|— U(¢) ~ energia U(¢) término potencial, + ;a“¢a“¢+;($’¢)2 término cinético

La componente 7% del tensor energia-momento se llama densidad de energia y se representa por:

Densidad de energia

H=T% = %q'sz +%(?¢)2 + Up)  (343)

b TN =48%-0=-¢de¢ — T = —8iop i=123

> T =0L(010) 0% — 0= —%2(81@ Xp=—-01pd=—-001p=T" — TO=T%%=_¢0¢

—— Como parece que T*" va a ser un tensor simétrico, comprobémoslo:

oL oL
TP = Th Pp— gL = 9% — g°°L
T T
oL oL
como ¢* = ¢gf* (la métrica es simétrica), ha de ocurrir que: ——— % = ——— 9°
e ) W a0 T 90w
%zqﬁ) 1 son iguales TH¥ es simétrico O
0% = =03 0%
5s0) O ¢ T 2%
or 0 1
ij ij _ Jb o — 200 8d=—_8: b = TI¢
T comigjc T = gatdls P J0i0 V6=~ 0ip 056 = T

. oL
>odi=i — TV =
9(0;9)

1
06— ¢ L= 300 06+ L= L0 + L=
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T = 06T + 58— L) — 5(0:0)" — 5(050) ~ U(9)
3

(@16 =~ 80,00, s,

N =

1
Expresiéon que, en general, podemos escribir como: 7(81-(;5)2 = Z
k=1

T = %(3@)2 — %(1—62)(3@)2 - U(9)

Componentes del tensor energia momento:

T = 7+ (V)R + U©)

11 1’2 1 2 _ 1 2 _ 1 2 _
T = 2¢ + 2(81¢>) 2(32¢) 2(f93<f>) U(¢)

1. 1 1 1
T?? = 5¢2 - 5(31¢)2 + 5(32(1))2 - 5(33¢)2 — U(o)
TR = 37— (010) — (30 + S (0:0)7 — U(®)

T = T = _$ 8;¢p =123

T2 = T?' = 09,9020, T3 = T3 = 0,¢039, T?? = T32 = 0,¢03¢

1. 1
Volvamos al lagrangiano de Klein-Gordon en (1+1)-dim, (ct, z) L= §¢2 — 54{)’2 —

m 9

5 ¢
1. 1

En este caso, la densidad d energia es: H=T%= §¢2 + §¢’2 + %(ﬁQ

;Tendré sentido definir la energia como Energia = / de T = / dx H ?, integrando solo sobre la

parte espacial, dz. Siendo ¢ solucién de la ecuacion de Klein-Gordon (9,0* + m?) ¢ =0, en nuestro
caso (1+41)-dim, (02 =82 +m2)p=0 — ¢ —¢” +m2¢p =0

Solo podemos usar los campos que cumplan la ecuacién anterior para sustituir en la expresion de la
Energia que estamos testeando, campos que cumpliran la ecuacion de Klein-Gordon y, ademas, habiendo

simetria de traslacion espacio-temporal ya que £ = L(¢, 0,9)

o(lzl, [t] = 4o0) ~ 0
Oud( |z, |t| - +o0) ~ 0
El campo y sus derivadas tienden a cero bien en los bordes del espacio-tiempo.

¢, b, ¢ ~0 (%)

Imponemos también la condicién del principio del tema, {

+oo +oo
1. 1
H = / de H = / dx <2¢2 + 5(;5’2 + T;LQSQ) Si esto es la energia, como tenemos invarianza

— 00 — 00

espacio-temporal, en concreto invarianza en el tiempo, debera ocurrir que T 0 jEs esto cierto?
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b b
d
Recordemos que — de = de —
dt /, Ja

dH

9 (1., 1 SR -
= (35050 e far @heodonied

Alser g K-G = ¢—¢"+mPp=0 — m¢? =¢" — ¢

= [ G =88 = [ar b+ @B b+ o) = [aw (b G- o)
dH . . Foo . .|t
— = /dx o v+ ¢ 9! | = / dz 8, (¢ -¢) = ¢' - ¢ =0 (%), efectivamente.
dt N~ N N —0 0

B A B
La energia, en una determinada region del espacio, no del espacio-tiempo, en general no es cero (en todo

b b
el espacio, si): % = / dz 0:(¢'d) = ¢' - | #0

JEntra esto en contradicciéon con el teorema de Noether? NO, Noether dice 0,7"" = 0, en nuestro caso,

0oT" + 0, T = 0. Para que aparezca T° hacemos v = 0

80T00 + 61T10 =0 — 80T00 =0H=0H = —81T10 = —8mT10

dH b . . :
En nuestros calculo, e /dx 9,7 = —/ dz 0,(T"), pero T = —¢ ;¢ — T = —¢ ¢’
a

dH b b
Luego e / dz 0,(—T%) = f/ dz 9,7, de donde 8,T°° = —8,T°" que es lo que dice el

teorema de Noether.

a

En una teoria de campos, la energia en una region localizada del espacio puede cambiar siguiendo la

dH b ¢
féormula O / dz 0,7 = —T%| | depende de los extremos de la region espacial.

b

Vamos a generalizarlo a 4-dimensiones y sin exigir que el campo sea de Klein-Gordon para mayor

generalidad.

297U M=+ 371Uy Energia— [ a1~ - [

1.
(3+1)-dim: L= §¢2 -
S superficie que envuelve a V; 7 perpendicular a S

d Energia

3 00 _
i /dm@oT =(—)

The. Noether: 60T°0 + 81T01 + 82T02 + 82T03 =0 — 80T00 = —81T01 — 62T02 — 62T03
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(=) = /d3x (=T — 9,T%% — 9,7%3) = 7/ d3z 0;,T% = ( th. divergencia ) = / dsS n; T
\%4 S(V)

Llamamos corriente de energia, J = (j') = (T°', T°2, T7°2), indica como fluye la energia a través de

las paredes de una region del espacio.

d Energf : ‘ T
ﬂ = —/ dSSU 81'T01 = —/ dS T; TOl = _/ dS - Jenergia
dt v S(V) sV)

Si en la expresion anterior cambiamos el indice 0 por 1, ya no estaremos hablando de la variacion de la

energia sino de otra cosa: se trata del momento lineal en la direcciéon z, en este caso., asi:

d Momento lineal - x _ (/ P 0()T1(1> _ _/ Bz §;TY = _/ ds n; TV
de v S(V)

Ahora, J Momento lineal-x = (T, T2, T13)  es la llamada corriente de la cantidad de movimiento en

la direccion .

Para cualquiera de las tres direcciones espaciales, k,

d Momento lineal - k [ [ : | ,
S / &3 9,TH ) = — / &z 0,TH = — / dSn; T"; k=1,2,3
dt . v S()

Con jMomento lineal -k = (T’”) = (Tkl,TkQ,Tk?’) es la corriente de la cantidad de movimiento en la

direccion .

Resumen:

El teorema de Noether asegura que para cada simetria continua hay una carga conservada localmente,
en una cierta regiéon del espacio. Lo que no permite el teorema es la segunda de las circunstancias

representada en la figura superior, donde no hay conservacion local de la carga (energia, p e ).

Para una simetria continua de traslacion y para un campo escalar ¢ = 3 tensor TH” tal que su
divergencia es nula, 0,7 = 0 y existen 4 leyes de conservacion local o 4 corrientes conservadas:
0T + 0, T + 0,72 + 93T*3 =0, «a=0,1,2,3
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( Ecuacion de continuidad: 0,p + ? J=0 )

Corriente de energia
80T + 8, Tt + 9,T°2 4 93T =0
Corrientes de momento lineal
00T + 0, T + 9,T*2 4 95T'3 =0
00T2° + 0, T?' + 8,T?2 + 95T =0

0oT3° + 0173 + 9,132 4 95T33 =0

TOO — H; TlO — Pl ; T20 — 1P2 ; T30 — 1P3
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Capitulo 35

Teorema de Noether para campos

En el capitulo anterior consideramos la accién y lagrangiano muy generales:

Sl = [daL0.0,8) L= 5060 - UG

Vimos que si el campo y sus derivadas se comportaban bien, se anulaban
en el infinito (¢, 0,6 ~ 0 si x — o00) y si ademéas habia una simetria de
traslacion: = = z# 4 a*(cte) en que ¢(&) = ¢(z), en esas condiciones habia

un tensor T* de divergencia cero:

oL
T = M — g™ L 8, T™ = 0
20,9 ° ¢ T ¢ Z

En este capitulo veremos el caso méas general, que cubrird casi todas las
simetrias que nos podamos encontrar, en que la traslaciéon puede no ser
constante:

It = zt + bz

$(&) = o(x) + ¢

35.1. Teorema de Noether para campos

Empecemos con un ejemplo. Consideremos la siguiente accion sencilla (para ver esto del §¢):
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1
Slé] = / d'z - 0,0 9"

Donde ¢* es el conjugado del campo ¢, es decir, ¢ € C

El hecho de multiplicar d,,¢ por 0*¢* asegura que la accion es real, como debe ser: S[¢] € R

Ejemplo:

* —z? z2

/ _ 2 . , _ 2 .. ) . ™ _ ..
p=e ¥ +icosw — ¢ = —2xe " +isinz; @f =e ¥ —icosr — ¢* = —2we ¥ —isinx

PP* = (—2:2“,6_"”24—775111 .’1’)(—2.’1’6_‘”2 —isinx) = (a+bi)(a—bi) = a®+b*> € R

Este campo tiene una simetria continua ‘interna’, que no ocurre en el espacio real sino en el plano

complejo que hemos asociado a cada puntos del espacio tiempo (figura anterior):

simetria continua interna : o = e ¢, beR

Veamos que esta simetria interna deja invariante la accién:
0,0 =e"9,0 (b=cte) d=e"p = 0.6" =e 0.0
Para subir el indice, ¢**dud* = gHe= 9, 0" — 0P = e~ brg*

Con ello, 9,6 I"¢* = €D, ¢ e PO ¢* = 9, ¢* y la accién queda invariante O

Simetria continua interna:

—continua: beER: b—=0 = o= ¢

— interna: el multiplicar por e® es como una
rotacion de angulo b en el espacio interno complejo

asociado a cada punto espacio temporal.
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Ademas, tenemos una simetria de traslacion: * = z# + at(cte) — 9z = 9, + 0(cte) y la accion es

invariante bajo esta traslacion espacio temporal (como ya vimos en el capitulo anterior).

>  Veamos como cambia el campo bajo estas transformaciones: (ﬁ(:fc) =e¢(7) = ep(x" +a*) , con

a* / (a*)* =0 y b/ b>~0, ambas transformaciones infinitesimales.

Quedandonos a primer orden en el desarrollo de Taylor, ¢(z# +a*) ~ ¢(xp)+a*0,¢ v, por otra parte,

e ~1+1ib con lo que:
B(@) & (1 +ib)($(ar) + a#0,0) = B(a*) + a3 + ibo(a) + i 0 = $(a¥) + 49,6+ ibs(a*)
Llamamos 8¢ = ¢(Z) — ¢(x) = ibp(x) + atdué (1)

Pero, 8¢ = §() — d(x) = d(a + a*) — d(x) = P(a) + a"Dpd — d(x) = Pla") — ¢(x) +a',u
50

Luego, 6¢ =8¢+ atd,¢ (2)

De los resultados (1) y (2) : 0p + aoq0 ~ ibop + atonP

Conclusion: 0p ~ 8¢ + at0,¢ 0 =~ ibo

Si en lugar de a* ponemos una variacion genérica dx*, de modo que la traslacion sea # = x* 4+ §z*, en
este caso tendremos:  6¢ ~ d¢p + Sz O,

Resumiendo:
It = gt + Szt 8¢ = ¢(z) — ¢(x)

66 = p(z) — ¢(x) 5p = 8¢ + 62+,

> ;Qué hay del lagrangiano?, ;céomo se comporta bajo estas simetrias?

L(¢,0,0). En el capitulo anterior vimos (0L)g_r = 0, (a((‘;ﬁqﬁ) 5¢)
"

También en el capitulo anterior, para §¢ = —a*d,¢, obtuvimos 6L = —a*9,L. ;Ocurrird lo mismo
ahora?, ;6L =6L+ dxHo, L7
La respuesta es no, porque:

— L es invariante ante la transformacion z# = z# + dx#

— £ 1o es invariante ante la transformacion ¢(z) = e®p(z) — L=e"L — S+

oL
9(0u)

3¢ ~ 8¢ + 0xthdup — 06 ~ 3¢ — dxtdp = (0L)p_1 aﬂ< (S¢5xuaﬂ¢)>

Veamos que ocurre con el lagrangiano al variar las dos simetrias: #* = z# + 0zt y ¢(z) = e¢p(x).
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Simplificando el problema, para mayor comprension:

b b b b
Queremos ver si [ f(#)dz :/ f(z)dz o, de otro modo, [ f(z)dz 7/ f(z)dz =0

—Llamamos

—Como en la integral primera la variable T es muda la llamaremos x.

— fl@) = f(z) =6f — f(z)=f(z)+6f

Entones, escribiremos la expresiéon anterior como:

b+3b b b+4db b b+4db
/ (f(x)+6f)dx—/f(x)da::0—>/ f(x)dm—/f(x)dx—l—/ 5f da =0

+da +da +da

Las areas de la figura adjunta cumplen:

(B+C)—(A+B)=C—A4A

Cada una de ellas, como se trata de ‘trapecios’ de

base infinitesimal, valen:

f()ob — f(a)da

b b b
Asi, /f(gz)dx—/ f(z)dz = f(b)ob — f(a)6a+/ §f(x) dz

b b b b
De otro modo,  f(z)ox —|—/ 0(f(z) de=0 — / %(f(x)éx) dx—i—/ f(z) dz =0

Es decir, /ab { %(f(x)éx) + 6f(ac)} dz =0

Traduzcamos este resultado a nuestro lagrangiano (abandonando la simplificaciéon del problema):

/d% (6L + B.(Lox")] = 0

Para que la accién quede invariante ante la simetria ha de ocurrir que:

| (0L)s = —Bu(Loa") |
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En el capitulo anterior obtuvimos (6£)s = —a*(cte) 0,L = —0,,(a* L), ahora no podemos sacar fuera

de 0,) el factor dz* porque no es constante.

Ya tenemos todos los elementos preparador para enunciar el teorema e Noether para campos:

oL -
OL)p-L = Ou | 5oz oy (00 — 02700 )
oL -
(0,0) %/_’(tw)s = 0, (8(8“;5) (8¢ — 6z a(p)) = —0,(L ox")

(0L)s = —0,(L 6am)

0| (555 (00 +00°0u0)) ~ 9,2 02%) | = 0

9(0u9)

oL - oL
Op | —57—= 00 + =7 0290, L&v”] =0
| a0 * g 2000
Como dxt = % dz, con O# el delta de Kronecker,

oL - oL
Op | —55— ¢ + 0%y, £55§x0‘}0
|05 + e 0

oL - oL
Op | —7—= 09 + 6z° Oap — L % =0
! 9(0u9) ¢ 9(0u9) ¢ '

TY cap. anterior
oL -
- 0¢ + TV 5x”] =0

| a0
Luego,

Teorema de Noether para campos

u{— oc dp — T“ém”] =0 (35.1)
(0, Y
Aparece el tensor energia momento contraido con las variaciones de z".
Se llama cuadrivector corriente a J¥* = — 0L op — T* éx”
(8, g

La divergencia del cuadrivector corriente es cero, el cuadrivector corriente se va a

conservar.
A, J* = 0 (35.2)

Teorema de Noether bastante general, cubre muchisimas simetrias.
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oL

El término m 3¢, bajo determinada simetria, nos dara el spin; como predice la teoria cudntica
”w

de campos relativista
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Capitulo 36

Funciones generalizadas

Hacemos un alto en el camino para ver el concepto fundamental en teoria de

campos de funcion generalizada y las derivadas funcionales en ese contexto.

Por ejemplo, si vemos algo asi como zd'(z) + (sinz d(2% —1))’, jqué es la
derivada de la delta de Dirac?. Entenderemos esto al finalizar este capitulo.

Ademas, una derivada funcional no es una funcion en si, es una funcion ge-
neralizada, como la delta de Dirac (primer prototipo de funciéon generalizada

que aparece, pero no el anico).

36.1. Funcion test

D. 36.1:

Una funcion test w(x) es una funcion que cumple:

. u(z) € C*°, es infinitamente derivable.

+oo
° / u(z) dez < oo, es finita.

— 00

° Tiene un soporte compacto:
—u(z)=0 Ve<a AVz>Db

— y conecta suavemente con u(a) = u(b) = 0 (para que sea C>°)

. . . /@D g _1<z<1
Un ejemplo tipico de funcion test es u(z) =
0 resto
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(a) Distinta de ceroen —1 < x < 1
(b) Conecta suave en +1

Ejemplo de funcioén test

+oo 400
— AB' dz

—c0 —o0

+oo
Integracion por partes: ABdx = AB

—0o0

Para la funcion test, B = u(z), como lim wu(z)= 0, tendremos que :
r—+o0

+oo +oo
/ Aludr = / Au’ dz (36.1)

— 00 — 00

36.2. Funciones generalizadas

Una funcién generalizada a una funcién f(z) asociada a una funcién test u(z) es:

—+oo

fu(x) = f(z) u(x) de (36.2)

Veamos las ventajas que tienen las funciones generalizadas.

36.2.1. Derivada de una funciéon generalizada

+o0 Foo oo
F(@)u = / f'() u(z) dz = — / f(@) (x) ddz = / (—f(2)) w(2) dz = — F (@)

—00 —00 —00
partes

/ /

Derivada segunda: llamo g = ' —  fl/ =g, = —gw =—f., = —(=fu = fur

[

1

Derivada tercera  f/ = -+ — fum
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En general,

) w = (=)™ f(@) yo (36.3)

La delta de Dirac es una funcién generalizada, veamos su derivada.

6x—/5 z)dz = u(0)

/6' - /5(33) o' (z) dz = —u'(0)

partes

& (x) = —/5:73 u'(xz) de = —u’(0)

() = (~1)L 6(2) w = —0(z) w = — / 5o dx = —u'(0)

prop.

Ya tiene sentido derivar la funcién generalizada delta de Dirac.

Nos preguntamos si se cumplira la regla de Leibniz para las derivadas de funciones generalizadas:

> () @)= [(@) 6@ u(o) do = = [ £(@) (@) (@) da

def. partes

> (@) @) + (@) §(2) o = / (F(2) 8(0) + (@) §@) u(w) do = [ 1) 3(a) ulz) d +

/f(x)é’(:z:)u /f dx—/(f() u(z) dx_/f ) de —

partes int2

[ @@ +s) dx—/dxaxmﬁ [yt — £ () /dwawf(w) e

Las funciones generalizadas cumplen la regla de derivacion de Leibniz.

36.2.2. Composiciéon de funciones generalizadas

Dadas f(x) o y 9(2) u, se define la composicion de funciones generalizadas como:

— / F(9(=)) ulz) d
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Hagamos un cambio de variable: y = g(z) <+ * = h(y) h = ¢g~'; dx = h/(y) dy. Para funciones de

varias variables tendremos el jacobiano, dx = |h/(y)| dy

@) u = [ 1) ult) I0(0)] dy

1
:/ﬂ”““Nymnw

De aqui obtendremos la férmula més importante en TQC, por la frecuencia con que aparece.

Hagamos que f(z) =dz y g(x) = f(z) y lamemos h=g= f"1

Mﬂm>u/$@>mwlﬂéﬂdy

Tenemos el delta de Dirac de una funcion generalizada. La integral solo tomaré valores distintos de cero

cuando sea y = 0 <5D ( D=lo=o0 >

aﬂmwt=[uimuwﬂwo

Siy = f(x) = 0 supongamos que solo tiene una solucion zg. Como x = g(y) — xo = ¢g(0), entonces

aﬂmwt—[uﬁ@ﬂ“““hﬂ

Si hay dos soluciones para y = f(z) =0 — 1z, 27, como la integral es una suma, tendremos:

u(o) u(z1)

Pl 1F ()

Y asi para todas la raices de f(z) =0

Podemos escribir u(z;) = /5(;10 —x;) u(x) ya que,

t=x—x P
—u(z;) = | 0(x —x;) 0(t) u(t + x;) dt = u(t + x;) = u(x;), asique,

dt = dx t=0

1
TE] /5(:C —x;) u(x) dz
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La suma de integrales es la integral de la suma y, con ello,

Importante formula: delta de Dirac de una funcién generalizada

5(f(2)) u = / y @2 | — ) w@)de  (fa)=0) (36.4)

=0

Normalmente, en los textos aparecera esta formula de un modo esquemaético como

Delta de Dirac de una funcién generalizada como aparece en los textos

8@ = Y e =)

= 1 ()] (F(@:) = 0) (36.5)

pero la hemos de entender como una funcién generalizada aplicada a una integral con una funcién test.

1=0

(8(f(2))) . = (ZW)

36.2.3. Ejemplos

—— Ejemplol

Supongamos que al leer un libro de texto nos encontramos que nos dice que la siguiente integral tiene
la solucién trivial que se indica: /dp p? 5(E2 —p? - m2) = v E? —m?2. Veamos como comprobarlo.

Comparando con la férmula encontrada en el apartado anterior, E? —p? —m? = p, ya qie es p la variable
ahora (por el dp). En nuestra formula aparece su derivada, f/'(p) = —2p y tenemos que encontrar los
puntos p; / f(pi) = 0, luego, E?> —p> —m? =0 — p = £/ E2 —m?2, tomaremos p; con el signo + y
p2 con el —, asfi,

2):5(]9—171) 6(p—p2): 5(17—171) + 5(27—]92)
| — 2p1| | — 2ps] 2ve2 —m2  2ve2 —m?2

. d(p —p1) 5(p — p2)
Y laintegral, I, = [ d 26E2—2—2=/d 2[ T
a integral, I /pp ( p—m7) pp WE2 —m2 2W/E? —

S(E? —p? —m
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1 1 1

I = ————|[dpp®d(p— S — T ]:/ 24 p2) =

1 —— U pp” d(p—p1) N (p—p2) ST (> + p)
def.delta

1 E? —m?

— (B?-m?+E*-m¥) = ——— = E2—m2 .

9 /Ez_mz( ) [E? —m2
o 8D (% — Z;

La generalizacion de nuestra formula a varias dimensiones es:  6(D (£(Z)) = Z (& — %)

|Jacobian0 (-771,)) |

%

Veamos un nuevo ejemplo de dimension-2:

—— Ejemplo2

Nuestro problema es calcular I = /dx/dy (x+y) 6D (F—R), con7=(z,y) y R=(1+y,22—y?)

— —

Ahora, f=7—R=(z,y) — (1+y, 2> —y*) = (@ —y— Ly—2*+y*) = (f1, f2)

= ofr Of1
. . of o  Ou 1 -1
La matriz jacobiana, J = Frie % 87}{2 =\ 9 1 Loy
Jor Oy

El valor absoluto del determinante de la matriz jacobiana, es decir, el jacobiano en valor absoluto es:
|det(J)| = |1+ 2y — 2z|

fi=0 > 2—-1-y=0 5 o
f=0 — £ =0 > a0 r=14y »y—(1+y)*+y*°=0 > y=—1 AN z=0
2=U = y—z Ya =

Losz; / f(;)) =0 & y=—-1Axz=0 — (0,-1)

El jacobiano, en (0,.1) es |1+2(—-1)—2(0)|=|—-1=1

L s (0,-1
Aplicando la formula, 6@ (7 — R) = w y la integral del ejemplo 2 serd

férmua

=0+ (-1)=-1
(0’71)

I = /dx/dy (x+1) 6(F— (0,-1) = (z +)

Si hubiésemos tenido /dx/dy §(F—R) = /dx/dy 16(F—R)=1 =1
(0171)
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Funcioén delta de Dirac

La delta de Dirac o funcion delta de Dirac es una funciéon

generalizada introducida por primera vez por el fisico

britanico Paul Dirac.

do(x) =6(z —a)

siendo 6(z) la funcién que tiende a infinito cuando z = 0
y, para cualquier otro valor de z, es igual a 0.

En fisica, la delta de Dirac puede representar la distribu-
cion de densidad de una masa unidad concentrada en un
punto a. Esta funcion constituye una aproximaciéon muy util para funciones picudas y constituye

el mismo tipo de abstraccion matematica que una carga o masa puntual.
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Capitulo 37

Derivadas funcionales tipicas en QFT

(quantum field theory)

Este capitulo va a ser un mini tutorial acerca de la derivada funcional con

funciones generalizadas.

37.1. Derivadas funcionales tipicas en QFT

D. 37.1:

Funcional: F[¢(z)] = namero, real o complejo. Derivada funcional (el resultado es una funcion

generalizada, con u(z) una funcion test):

) = lim T e u(x = T
Soi) — miFlé@E + cu@] - Fl4@)]} (1D

37.2. Ejemplos. Propiedades

+oo
Ejemplo 1>  F[¢(z)] = / ¢*(z) dz

— 00
+oo

> Flx)] = ¢*(x) dz

—0o0
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S0y 2[4 o[-
= Iim i/_m (;?Z+52u2+52¢u—/¢r2/) do = lim /joo(%owa:u) de =
o f +:¢<x> wevar = (LY = (2e),

En los textos asuele aparecer sin el subindice u que hace referencia a que se trate de funciones genera-

lizadas y aparece esta propiedad como:

e SFlp()] _
Fp@l= [ @ - % s = 20(@) (37:2)

SF[p(x)]
5¢()

+oo
Nos preguntamos: | F[¢(z)] = [ [0%(2) + 4¢*(x)] dz  — = 2 ¢(z) + 12¢%(z) 7

La respuesta es si

Propiedad 1 derivadas funcionales

i T
AEIEIRS /_ G(¢(z)) dz = 61(;[;2;))] N ai((j)

(37.3)

Ejemplo 2> Flg(x)] = é(y)

Por ejemplo, F[z?] =y?; F[sinz] =siny; etc .

P i 1 7+ eut) - gt dr b=t = [ 50— ate) a

e—=0 ¢

SF[p(x)]
o¢(x)

Luego, Fl¢(z)] = o(y) = ( ) =(d(z—y) ).,

O, como suele aparecer en los libros de texto (sin el subindice u), como F[¢(z)] = ¢(y)

Propiedad 2 derivadas funcionales

0o(y)

Flp@] = o) = o

= 6(z—vy) (37.4)
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37. DERIVADAS FUNCIONALES TIPICAS EN QFT (QUANTUM FIELD THEORY) Ignacio Vallés Oriola

Ejemplo 3>  Fl¢(z), é(x)] = /(b Y? da Ahora se puede calcular tanto % como %
SF 1 +ee 5 PSP I (s §SF
bo =t L [ THera - o l) == [vtuwa o -
. . 9 0G 2 .
Que, como vemos, sigue la regla del ejemplo 1, G(¢,9) = ¢pp* — @ =~ vy, del mismo modo,
b2 oG _
Glow) =ovt = 55 =200

Ejemplo 45  Flg(z)] = / ¢(z) do

Vamos a ver como tratar con funcionales definidos a partir de derivadas.

(;—Z = lim 1 { /_—:O(qb(a:) +eu(r)) doz — /+<><> ¢ () dx} = lim 1/eu'(sn) dx =

o e—0 ¢

Flp@) = [¢'@de = ‘w =
Sea ahora, F[p(z)] = / (¢')? da
b=t s [{lerar - @rh =t 2 [{ @ e - @)=
lim %/( ' +52u’2+25¢’u’—¢%):gf§6 i/(%&’o + 2e¢'u’) =
- / 2/(apu/(e)de / 26 u(z) dz. Como funcion generalizada: % — —2¢"

ec. (36.1)

Flp@)] = [(6)? do > ‘;f; _ _2¢"

Es usual que en TCC las acciones, lagrangianos y hamiltonianos dependan de potencias de primeras
derivadas.
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Generalizando, F[¢(z)] = /(¢')” dz

=i 16 ey - @)

e—=0 €

~lim — / [ " ¢'>”+<"><¢>nleu'+o<52> " ¢’)”]dx / n(¢/(2))" " u'(z) do

- /—n@ﬂ@ﬁ”ydxz/—nm—lﬂWVJU@VM:

partes test

ec. (36.1)

luego, Fl¢] = (¢')" — 5 = " (n—1)(¢")""2¢", que lo expresamos mejor como:
_ "o OF 9 [a(¢)"
F@l = [orrae = S0 = - |Z2T]

De modo mas general si cabe,

Propiedad 3 derivadas funcionales

OF o [OM(¢)
F = [ M(¢')d e 375
P = (M@ = o = -2 |Z] (375)
Comprobemos algunos casos particulares que nos han llevado hasta aqui:
N oM _ _9 =
M(¢) = ¢ 55 =L = —5,=0 0
oM 0
N 12 — / _ N — 9!
M(¢) = ¢ =W o 520 =2 0
Ejemplo 5> Flo(x)] = /k(czﬁ(:c), ¢'(r)) dz Generalizacion de las props. anteriores:

Propiedad 4 derivadas funcionales

Fl¢(z)] = K (¢(z), ¢’ (x)) dz = E :8£ — 9 BK;
o6 _ 86 0z |0d

(37.6)
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Ecuacion completamente similar a las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Ejemplo 65 Flu(a),o(e)] = [v() dle)de = [v(y) o) dy
Nos preguntamos. jHabra diferencia entre 3 (bf‘) y 5;2;) ?
M) = 5300 /w = Z(vwew) w) - 2 (& D dy) =)
0
5 = 5 | YW 5 [ V) 4 = ()

x vble. muda

§F  6p(y) OF

_ 09
5¢(x) — dd(z) do(y)
SF[o(y)] _ /dy 5p(y) OF

Parece raro, pero es asi. La expresion no es correcta, falta una integral, la

expresion correcta es:

dp(z) 6p(x) 60(y)
Explicacion:
Para una funcion de muchas variable,
af ~ Jy; Of
gz, yn) Z (regla

ox; oz; 0y;
de la cadena para derivadas par clales), un funcional se
puede interpretar como que depende de muchas varia-
bles (¢(x1), d(x2),---) y el sumatorio se convierte en

integral al pasar al continuo.

Tendremos M = / dy

6¢(x)

La delta de Dirac es par, §(—z) =4d(z) < d(y—xz)=0d(z —y)

OF[p(y)] OF[p(y)]
56() / dy

Generalizando,
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37.2. Ejemplos. Propiedades

Propiedad 5 derivadas funcionales

Flo(z)] = / K (6(y), ¢'(y)) dy

boldsymbol=

T - o 5255 5] oo
o

( 5 ) 0K
aplicando O Dirac = .
’ 9¢(x)
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Capitulo 38

Formulacion Hamiltoniana del campo
Klein-Gordon

En este capitulo veremos la formulacién hamiltoniana del campo escalar
de Klein-Gordon y los corchetes de Poisson del campo que tendran una

correspondencia directa con los conmutadores de QFT.

38.1. Formulacién hamiltoniana del campo escalar de Klein-Gordon

2
Campo de Klein-Gordon: ~ S[¢(x)] = /dt dr (;@u¢au¢ _ ”;(bz)

En mecanica clasica para un ntumero finito de grados de libertad teniamos que,

m2

S:/dtL — L:/dxﬁ — L:%”¢al‘¢_7¢2

Siendo L la densidad lagrangiana, que mas explicitamente podemos expresar como:

1 /- 2 . 0o 99
L= (8-0" - m?) _99  y 290
3 (# =" —m2?) o =0y o =F
También en mecanica clésica para un namero finito de grados de libertad definiamos el momento canénico
oL
conjugado como p = —
9q
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Como ahora L es un funcional, L[¢] = /dz L(o, b, @), tendremos que usar derivadas funcionales y
OL[¢]

nuestro momento canénico conjugado, que ahora se representa por 7, serd: T = —— = ¢

09
Vamos a por nuestro hamiltoniano que en mecénica clasica para un numero finito de grados de libertad

n
expresabamos como H(q,p) = Z pq — L y traducido al caso de funcionales sera:
i=1

Hg,n] = (/dxw¢3> —L:/dxm—/dxcz/dx [ﬁ_ (;&_ ;qs/?_”;(ﬁz)}

. 2
Como ¢ =7 — H(p,w| = /d:z: [wz - <;7r2 - %qﬁ'z - n;qSQﬂ y tendremos,

2
Hlp,n] = /d:c <;7r2 + %4)'2 + ";¢2) (38.1)

1 1 2
La expresion §7r2 + §¢’2 + m7¢2 = H(m,¢,¢') =T, esla densidad de energia.
Busquemos cuales serén las ecuaciones equivalentes a las de Hamilton en mecéanica clasica de un ntimero
oH OH

finito de grados de libertas. Alli, las ecuaciones de Hamilton eran ¢ = a—; p = 5 Ahora
p q
tendremos,
é 0H . 0H (38.2)
= — H mw = —— .
or 5¢

Ecuaciones que deberian ser equivalentes a la ecuacion de Kein-Gordon que obtuvimos en el capitulo 33

‘Campo escalar con masa’, ec. 33.2. Comprobémoslo, mirando el hamiltoniano (ec. 38.1),

>

6H_ . 52_%_& OH _ 2 _2 N 2 N
o 56 09 8x(8¢’)_m¢ gg(#)=me—¢

Llevado a las ecuaciones de Hamilton,
b or=¢,siy > mip—¢'=—7=—¢

De esta tltima ecuacion, ¢ — ¢” +m2¢ = 0, que es la ecuacion de Klein-Gordon (ec. 38.1).

38.2. Corchetes de Poisson

En el capitulo 20 vimos la definicién de corchetes de Poisson en la ec. 20.1:

" A OB dA OB
4.8} = ;5%‘ dp;  0q; Op;
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En la generalizacion a campos, A, B son funcionales, 9 =46, > — [:

/A B /A B
(4.8} = [ds <5¢<w> on@) | on(a) 6¢(w)) (38.3)

Como {¢;,p;} = d;;, ahora el § de Kronecker se convertira en el 6 de Dirac y debera ocurrir que

{d(z),m(x)} =6(x —y), (serd esto cierto?

Interpretamos A y B como funcionales del modo que A[¢(x)] = ¢(z) y B[r(y)] = 7(y). Como z e y han

de ser indices libres, tomaremos en la ec. 38.3 la variable de sumacion como z (en lugar de z)

7 ép(x) om)y)  do(z) dm(y)
s = [ (558 - 55 00 )

— En el capitulo anterior vimos que 5Z ™ =d(z —y)
op(z) . 1 _
Y, 3o =t = [ (6w - o)) =0

Con esto, {¢(x),7(y)} = /dz (0(x—2)0(y—2)—0-0) = /dz drz—2)dy—2)=0(z—y)

Hemos utilizado que /dx f(z)d(y—=2) = fy)

Luego:

Corchetes de Poison para campos

{o(z), 7(y)} = 6(z—v) (38.4)

También se cumple para los campos esta importamtisima propiedad de los corchetes de Poisson para
variables conjugadas, m es el momento conjugado de ¢. Para cuantizar un campo se necesita disponer

de variables conjugadas y el corchete de Poisson se traduciré en el conmutador en QFT.

38.3. Ejercicio propuesto

Demostrar que:  {¢p(x),d(y)} = 0 yque {w(x),¢(y)} = 0
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_ om(x) dp(x)  om(x)
=5 ° njy) ' ol

Del capitulo anterior: 4] =d(z — , por lo que

do(y)

+oo
> {p(x), ()} :[ dz (5(z—2) -0~ 0-5(y—2)) = 0

B B om(x) om)y)  dm(z) om(y)
{r(@), (W)} = / d <6¢>(2) or(z)  on(2) 5¢(z))

+o00
> {m(@), ()} =/_ dz (0-8(y —2) — 8(z—2)-0) = 0
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Capitulo 39

Transformada de Fourrier del campo
de Klein-Gordon

Antes de empezar con la diagonalizacion del campo de Klein-Gordon, nece-
sitamos ver unos conceptos previos:
= La transformada de Fourrier en el contexto de campos.

s Delta de Dirac con transformada de Fourrier

= Elemento de volumen en Fourrier que sea invariante Lorentz.

39.1. Conceptos previos y transformada de Fourrier del campo

Sea {e1, ez, -+ ,e,} una base ortonormal de R”, e; - e; = d;;. Un vector ¥ se expresa como ¥ = aje; +

agez + - -+ apeéyp
La ecuacion e Klein-Gordon en (1-+1)-dim es:  ¢(t,z) + ¢" (¢, z) + m2¢(t,z) =0

Una posible solucién de esta ecuaciéon, como vimos en el capitulo 33 ‘Campo escalar con masa’, es de la
forma ¢(t, z) = e*“!=%%)  con la condicifion de que w? = k? 4 m?

Para k =k — ¢ = ei(“’lt*klm), con wy; = \/k% +m?2 es soluciéon de la ecuacion de Klein-Gordon
(K-G), y también lo es ¢ = ei(w2t=hka) “comn y = k2 + m?, incluso lo es cualquier combinacion lineal
de ellas, 6ei(w1t=k12) _ geilwzt=ka2) (15 ec. K-G es lineal). Luego, > b e(wit=ki®) también es solucion

de la ecuaciéon de Klein-Gordon.
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Supongamos que k es una variable continua real y w(k) = vk + m?. Al tomar k vaores continuos, que
no discretos, el sumatorio se convierte en una integral: > — [ y la generalizacion de la solucion general
de la ecuacion de K-G seré:

o(t, ) = / e dk b(k) ei(wt—k2) (39.1)

— o0

Comprobemos que efectivamente es una solucién de la ec. de K-G (Derivacion e integracion definida con

limites constantes conmutan):

e d? oo 2 \2 i(wt—ka) 1" d? +ee 1N\2 i(wt—kx)
¢ = @(j): [m dk b(k) (iw)” e S @qﬁ: [m dk b(k) (—ik)“ e
Sustituyendo en la ecuacion de Klein-Gordon,
+o0 ) +o0 ) +o00 )
/ dz b(k) (iw)? eilwt=k) _ / dz b(k) (ik)2 i@tk | / dz b(k) m? eilt=ka) —
o —o0 -0

+oo
= / dz b(k) [-w? + k? + m?] @5 =0, ya que w?=k*4+m?. Siverificale ec. K-G O

— 00

La analogia de la ec. 39.1 con la de un vector de R™ en una base ortonormal nos hace pensar que

e!@t=kz) ha de ser, de algin modo, una base ortonormal, habra de ocurrir algo similar a e; - ej = 0ij

v = a; €; ~ qﬁ(t $) — b(k) ei(wtfk’:r,)

La generalizacion del producto escalar de vectores (4 -7 =) y u;v;) tiene por generalizacion directa en
—+oo

campos: f(t,z)g(t,x) = / f(t, ) g(t,x)dz

— 00

Tomemos dos elementos de la base €/“!=%%) y veamos si es ortonormal. Sean estos e!@1t—Fiz) y
eiw2t=ka21) oy producto escalar sera:

+oo +oo
/ dx ei(wltfklz) 61‘(&4}2t*k}2$) :/ dz ei[(w1+w2)t7(k¢1+k2)t] _ ( Q _ kl -+ kz ) —

— 00 —00

+
— ei(w1+w2)t / o dxe—z’Qx _ ei(w1+w2)t ot 5(_@) — ei(W1+w2)t 2775(@) — ei(w1+w2)t o7 (5(/€1 + kg)
- (1) (2)

Que, evidentemente no es como esperabamos, no es como un delta de Kronecker.

1 [teo ‘
(1) La funcion delta de Dirac se puede definir como:! §(z) = o / dme*™?
T J—c0

(2) La delta de Dirac es par §(—z) = §(z)

LCap 13 del curso ‘Teoria cuantica de campos’ de Javier Garcia.
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39. TRANSFORMADA DE FOURRIER DEL CAMPO DE KLEIN-GORDON Ignacio Vallés Oriola

La solucién a este aparente problema esta en que cuando se trabaja en el campo complejo el producto
escalar no se define como [ f g sino como [ f*g. Repitiendo todo el proceso con esta puntualizacion, se
obtiene: e*“1+w2)t 2 §(—ky +ky), que si es correcto (ky = ko — 0(k1 —ko)l; ki # ko — 6(ky — ko) = 0)

1
Para eliminar este molesto factor o redefinimos el campo como:
™
oo dk )
o(t,x) = / 7 b(k) et(wt—k=) (39.2)

3

(27)?

que generalizado a (1+3)-dim, k& — k= (ky, ky, k) incorporaré en el integrando el factor

Pero la expresion 39.2 es precisamente la transformada de Fourrier como superposicion de ondas planas,

pero tal como aparece aqui ¢ € C lo cual no puede ser, el campo de Klein-Gordon es real.

Cuando se tiene una magnitud z € C y se quiere trabajar con una real se toma 1/2(z + z*) € R,
haciendolo asi, definiremos:

1

too dk . too dk ‘
o(t,x) = = / — b(k) etwt=ka) | / — b*(k) e iwt—ke) (39.3)
2 oo 2T

oo 2T

En el capitulo 33, ‘Campo escalar con masa’, vimos el truco de De Broglie p = hk y el de Plank E = hw
que, dado que p y E forman un 4-vector, también lo formaran k y w. En (3+1)-dim tenemos wt — kyx —

O =ct,at = 2,2 = y,2® = 2 lo podemos escribir como wa® — ki x' —kox? —k3a® = k"

koy—ksz, como x
y como kg = w = k% —ki = k', —ky = k%, —ks = k> se cumple. h(w,E) = (F,p) forman un 4-vector.
Con esto es seguro que e (“*=%%) queda invariante bajo transformaciones de Lorentz (va que se trata de

un producto escalar (k,x")

q 4 : dk « . ” s :
Aun nos queda otro problema por resolver, el término o no es “manifiestamente” invariante Lorentz.
T

Volviendo a dimensiéon (1+1), si hacemos una transformacion de Lorentz,

29 = 5(2° - Ba?) L g_v JE =R == Y
v y(k' — BK) kY = ~(k' — BKO)

o) VIR e =

Trans. Lorentz

De la altima ecuaciéon, dK’ = v(dk — Bdw) # dk luego dk’ =+ dk, no es ‘manifiestamente’

invariante Lorentz.

. . dk ) . . ) .
Para resolver este contratiempo y modificar el factor o para que si sea ‘manifiestamente’ invariante
T

Lorentz, lo que haremos es lo siguiente:

dK’ dw) 5 ST B 2k B AN P W
a1k —7(1—5(ﬂf>—(w—vk ‘5‘7”)—7(1 Bz\/m>—7<1 Bw)_w(w ﬁk)—;

, k' dk ke . o g
Despejando, — = — por lo que — en ‘manifiestamente’ invariante ante una transformaciéon de

w w w
Lorentz. Lo que debemos hacer es volver a redefinir el campo como:
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Ignacio Vallés Oriola 39.2. Ejercicio propuesto

1| [t dk . too dk .
~ / — w b(k) etwt=Fk) 4 / — w b*(k) e iwt—ka) (39.4)
2 oo 2TTW

oo 2TTW

¢(t’ CC) =

Al ser b = b(k) y también w = w(k), llamamos w b(k) = Vk2+m=*2 b(k) = a(k) y problema

solucionado, el campo sera:

1 [T dk , .
o(t,x) = 5/ P [ a(k) ef@t=k2) 4L o*(k) e_l(“’t_kz)} (39.5)
oo 2TTw

Como vamos a necesitar ¢ = 7, derivemos el campo respecto el tiempo:

_ d(b _ 1 e dk . i(wt—kx) * . —i(wt—kx)
W(t,x)—E—i/_w%{a(k)(zw)e +oar(k) (—iw) e ]
1 [t~ dk . .
w(t,x) = —/ — (iw) [ a(k) ef@t=ka) _ g% (k) e_’(“’t_km)} (39.6)
2 ) _ o 2w

Atin estamos en el ‘mundo cldsico’ (no cuantico) < a(k),a™ (k) son nimeros (en Q seran operadores).

39.2. Ejercicio propuesto

3K
Demostrar que

es, manifiestamente, un invariante Lorentz, es decir, que

3K BK’
—— = ——, siendo k:\/k§+k§+k§+m2
w w

4-vector: kM = (w, k', k% k%) — TL: k' = (', (Y, (k) (k)

W' = y(w— Bk

(k1) = y(=fw + k') _ 1 v
(k) = k2 LAy =k | V1P e
(k) =k - d(k?) = dk?

APk dk' dk? dks

w w
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39. TRANSFORMADA DE FOURRIER DEL CAMPO DE KLEIN-GORDON

(k) duw
dk? _7<_f6dk1+1>

1 k/ 1 1
dw 2k K = 4w —7(1—5w> :;[V(W—ﬂkl)] :;w’

Ignacio Vallés Oriola

R N (R LR G EE T

dK’  dk

Luego - = —, como d(k:z), =dk?y d(k3), = dk® entonces,
w w
Cl3k? 1 2 1 d kl / 3./
_ A dkdRs AR g gy — ( ,) d(k?)" d(k*) = dk O
w w w w w’!
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Capitulo 40

Diagonalizacion del hamiltoniano de
Klein-Gordon

En el capitulo anterior:

1 [te° dk . .

d(t,x) = 7/ — { a(k) ef@t=k=) 4+ a* (k) e—z(“'t—’“)} (39.5)
2 ) oo 2Tw
1 [t dk . .

x(t,z) = = / 2 (iw) [ alk) @R gt (k) et | (39.6)
2 ) o 2w

Las ecuaciones anteriores son las transformadas de Fourrier del campo ¢ y

su momento conjugago 7.

A la hora de cuantizar el campo, tanto a como a* pasan a ser operadores
que crean y destruyen particulas y resulta asombroso que esta idea funcione

con altisima precisiéon el comportamiento de la naturaleza.

Vamos a hacer un proceso similar al que se sigue en QFT pero seguimos, en
todo momento, en teoria ‘clasica’ de campos y el resultado que obtengamos
sera completamente valido y facilmente traducible a la mecéanica cuantica.

Veremos como diagonalizar un campo, en concreto el de Klein-Gordon.
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Ignacio Vallés Oriola 40.1. Diagonalizaciéon del hamiltoniano de Klein-Gordon

40.1. Diagonalizacién del hamiltoniano de Klein-Gordon

Necesitamos hacer un pequeno cambio de notacion para coincidir con la mayoria de textos: a(k) —
a*(k) v a*(k) — a(k) con lo que la transformada de Fourrier del campo y del momento quedaran

como (cambiamos también el orden de los términos):

+oo
$(trz) = — / Ak | ak) 7tk 4 g* (k) eiter—kn) | (40.1)

2 ) _oo 2w

1 [to° dk . ‘
w(t,z) = 2 / 2ms (—iw) | a(k) e {@t=ka) _ g*(k) eiwi—ka) ] (40.2)
— oo

2

. . . too 1 2 1 2 m 2 )
En el hamiltoniano de Klein-Gordon, H :/ dz Eﬂ' + 5(¢) + 7(15 (p=m), {qué

significa diagonalizar el hamiltoniano? Es expresar 7, ¢, ¢ en funcion de a(k) u de a*(k) y veremos

que podemos expresar H como una suma (integral) de productos a - a*

Aparecen 3 integrales que calcular, vamos por pasos:

+oo 1
> Primer paso: / dz > ™

— o0

2

b b b b b
Vamos a usar el siguiente truco: / xdx| = / rxdr - / ydy = / / dedy = -y. Nosotros
a a a a a

usaremos las variables k, w — ¢, 2, acudiendo a la ecuacion 40.2,

2= 1 / AR ) [ alk) ek — g (k) ek ] ()

2 ) o 27w

g s i) [ag e =g e [o (i)

— 00

|: (l(k‘) e—i(wt—km) _ a*(k:) ez’(wt—km) :| [ a(q) e—i(Qt—qm) _ a*(q) ei(Qt—qm)

_1/+°Odk T dg
T4 omi J_ . 2w

— 00

o0

+oo
Para el hamiltoniano necesitamos / dem?® = (=)

— 00

1 [too +oo +oo . . . .
(%) — 7/ % ﬂ dz [ a(k) efz(wtsz) _ a*(k:) ez(wtsz) :| [ a(q) efz(Qtfqz) _ a*(q) ez(ﬂtfqz) ]:

4) 0o 2m J_ox 2 J_oo
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40. DIAGONALIZACION DEL HAMILTONIANO DE KLEIN-GORDON Ignacio Vallés Oriola

270(k + q)

+oo

Va a aparecer términos como /d:v aa* llwtDi=(kta)z] — 4 g* o—i(wtO)t HhFa)e

—o0
y esto hard que podamos prescindir de una de las dos integrales f dk o f dg.

Notemos que al ser soluciones de Klein-Gordon tanto w = v/k2 + m?2 como = /¢? + m2. Por comodi-

dad llamamos ay = a(k). Ademas, 0(k + ¢) solo es distinto de cero si ¢ = —k y 6(k — ¢) solo es distinto
de cero si ¢ = k. Recordar también que el delta de Dirac es par, §(—x) = 6(z).

El producto de los factores de la integral, la integral respecto de x y, luego, respecto de ¢, dan:

[1-1] Jdz [ dq/2mi
aragexp { —i[(w + Q)t — (k + q)x]} akaq 2w (k + q) exp{—i(w + Q)t} 2m % aga_p e~ 2t
i
—aragexp { —i[(w — Qt — (k — g)z]} —ajaq2m0(k — q) exp{—i(w + Q)t} -2 5 apay 1
—aragerp { +i[(w — Q)t — (k — q)z]} —aray 21 (k — q) exp{i(w — Q)t} —27 57 akay, 1
i
apazexp { +i[(w + Q)t — (k+ ¢)z]} apay 2mé(k + q) exp{i(w + Q)t} 2 5 aja’ ¥t
Y
Nuestra integral para el H quedara como:
too g 1 [t~ dk ; '
do= 7% = - / — (=1) [aga_p e ?™" — aja_) — apa®, + afa*,e*™!
[owmr =g menl |
e 1 2 1 e 2iwt 2iwt
dz— 7 = - / — |ajar + apaj, — aga_pe "t — ajpa’,e”™
[owmm =5 ). 5! |

Con esto, ya tenemos el primer calculo para el H, el resto se calculan de igual modo.

e 1 e m? o,
Faltan d;zfg (¢")7, (1:177 ) para el H.

+oo 1
> Segundo paso: / dz o (¢)*

—0o0

Acudiendo a la ecuacion 40.1,

d 1 oo dk —i(wt—kx * i(w T
(b'(x):a(é(m):i/ 0 (ik) [ake (wi=kz) _ ¥ gilwt= k)}

1 oo dk —i(wt—kx * _i(wt—kx 1 e dq . —i(Qt—qx * i(Qt—qx
(¢/(I))2:§/ 27T (Zk) {ake (tk)fake(tk)}'i/ QWQ(Zq) |:ak€ (Qt q)*ake(ﬂt q):|:

+oo dk +oo d X i . :
_ Z-/ (Zk) / 5 (é) (lq) [ak e—z(wt—kac) _ a;c; ez(wt—ka:):| . |:ak e—z(Qt—qw) _ az ez(Qt—qa:):|
™

oo 27w oo
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Ignacio Vallés Oriola 40.1. Diagonalizaciéon del hamiltoniano de Klein-Gordon

En dos pasos en lugar de los tres anteriores, tenemos,

-] /mdx/m da

arag cap{—i[(w + Q) — (k + q)a]) dmaga_pe—i2et ﬁ (—ik)
ara exp{—il(w — )t — (k — )} ~omagaf 5 — L (yir)
atag cxp{+il(w — Q) — (k — q)al} “oratay ﬁ (+ik)
ajay exp{+i[(w + Q)t — (k + q)x]} 2raja* et ﬁ (—ik)

Finalmente,

/+ood 1 ((;5/)2 1 / > dk k2 [ * 4 * + —i2wt + * % i2wt}
T = = = aray, + apar + aga—_ge apa’ e
o 2 8 2mw?

+00 2

: . . . me ., .

Solo falta el tercer término del hamiltoniano, / dz 2 (¢)?
J —oco
“+ o0 m2
> Tercer paso: / dx — ¢?
- oo 2

Se deja como el comprobar que el resultado de esta calculo da:

—+o00 m2 1 +oo dk . .
/ de — ¢* = = / P m? [akay + ajar + aga_pe " + afa’ e ]
o 2 8 J_ o 2mw

> > >  Juntando los célculos efectuados en los tres pasos,

+o0 2 400 2
m 1 dk m ) _
dox — 2 = — | a CL* a*a ara._ e—let a* Cl* elzwt
/ Q(b /_00167m)w[’Ck—i_’“’“—~_’C k + agay, ]

+oo 1 9 +o0 1 dk 5 5
_ * * —i2wt * ok 2wt
/ dz 5 T = / 6o ¥ [akay + ajar — aga_pe — apa’ et
— 00

+00 400 9
1 1 dk k | ‘
_/ de 2 (¢ = /_OO 16 10 w [aray, + ajar + ara_pe” " + aja®; ']
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40. DIAGONALIZACION DEL HAMILTONIANO DE KLEIN-GORDON Ignacio Vallés Oriola

H—i +OO% m—2+w+k—2 (apay + ajar) + m—2—w+k—2 (apa—_k + ara—_yg)
16 ) Tw w w PR ORTE w w POk T ORGSR

2 k2 1
E—w+—:—( 2—w2+k2):0
w w w

Como w?2=kK2+m? —

2 K21 2w?
m——w—!——:—( 2—w2—|—kz2):i:2w
w woow w
1 [T dk
Finalmente, H = T — 2w (agay, + apay)
o W

Hamiltoniano diagonalizado de Klein-Gordon

1 [t dk .
H = Z /_oo ﬁw (akak—i—akak) (403)

En todos los célculos hemos tenido en cuenta, de manera intencionada, que el producto de los factores
ar Nno sea necesariamente conmutativo. El motivo es porque en el mundo clasico si son conmutativos,
pero no en el mundo cudntico y para diagonalizar el hamiltoniano en el mundo cuéntico lo hubiésemos

hecho asi

40.2. Ejercicio propuesto

Demostrar que

2 2mw?

— 00 — 00

+oo m2 1 +oo dk X .
/ de — ¢? = = / — m? [akaz + ajar + apa_g e 2wt 4 apa’ 612Wt]
siendo,

2 2mw

1 T dk . ) ' '
¢(t,w) = 7/ |: a(k) e—z(wt—lm) + (l*(k) ez(wt_;m)

—00

Usaremos, como en los anteriores célculos la notacion k — ¢ y w — Q para calcular ¢2, se cumplira que

w? = k%2 +m? y, también, que Q2 = ¢® + m?.
De la funcién delta de Dirac usaremos que es par, 6(—z) = §(z) y que /eiAzdz = /e_iAzdz =0(A)
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1 e dk ; ; 1 [+ dq : )
2 _ - e —i(wt—kx) * i(wt—kx) - —i(Qt—qx) * i(Qt—qx)
@ = 5 [ et etk e 5] ot [a@e () e ]
2 1 too dk oo dq —i(wt—kx) * i(wt—kx) —i(Qt—qz) * i(Qt—qz)
= o [T [awe +ath) e |- [ a@e +a*(a) e ]

Haremos el calculo en tres pasos: 1) []-[]; 2) [dx; 3) [dk/27Q

1] | T |

araq exp{—i[(w + Q)t — (k + q)z]} arag e @It 2r 5(k + q) — aRa— e 2wt
aral exp{—i[(w — Q)t — (k — q)z]} agay e W2 5(k — q) — ayaj
w
. 1
ajaq exp{+i[(w — Q)t — (k — q)z]} ajag et @It 2r §(k — q) = ajay
w

apay exp{+il(w + )t — (k + q)z} ajal e T2 5(k + q) —aja*, et
w

De todo ello,
400 400
/ dx¢)2 = - / [ ara_p 2wt 4 ara) + —ajax + —ala®, etHi2wt
w w w w

oo 4 J_o 27w

Multiplicando por m?/2, finalmente encontramos:

Too 2 1 [T dk m? _ _
de — 2 = = / _ |: aka* + a* ar + apa_p e— 12wt + a*a* e+@2ut
/;oo 2 ¢ 8 J_oo 27w k k kY —k
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Capitulo 41

Calculo del corchete de Poisson

{a,a™}

1 [t dk ) .
d(t2) = 5 [ o [ alk) R 4 ar (k) eflert | (10.1)

1 [t dk . .
r(t,z) = = / T (—iw) [ a(k) e~i@t—ka) _ g () gilwi—kz) ] (40.2)
2 /) o 2w

Vamos a calcular el corchete de Poisson de las funciones {a,a*}.

41.1. Corchete de Poisson

+oo
{A,B} = [m dx ( % g—f - % gi) . Para usar esta expresion necesitamos despejar a(¢, 7 y

a*(¢.m) para el calculo de las derivadas parciales que intervienen en el corchete.

Veamos una analogia con los vectores de R™:

U= % <Zaiei+2afef> e R"
i i

Nos apareceran, en nuestro caso, productos del tipo:
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“+oo
er ey = efi(wtfk:v) A ei(Qtfqa:) — / dx e—i(wt—kw) ei(Qt—qaz) — ei(Q—w)t/ dz e—i(k—q)w

— 00 — 00

400

e eg=2me @D 5(k —q) ytambién e} - e, = 2m e WHWII§(K 4 q)

Continuemos con nuestra analogia de vectores R,

. 1 1
voej=g (Zaiei—kZafej) 6= <Zaiei-ej+2afef~ej> =
i i i i

[ d(k—q) =6 1 ot
a <5(k+q) %5,;_]) ~ 3 (o + a7, £(1))

Conjugando, [¥~ ¢; U= 7]y multiplicando por 2:
Lo 1 X . - - R
2U~ej+v~e_j:§a,jf(t) (i —j) 2v~e_j+v~ej:§ajf (1)

S % - % 2 d - %
(V-el;+v-e;)= —(U-eZ;)

espejando (2] f* a

Nz

En nuestra analogia, el proceso ha sido partir de 0y 1) -e;; 2) % ;i 3) despejar «
Vamos con nuestro caso de campos:

> 1) ‘Producto escalar’:

Foo . Foo 1 [T dk . . .
/ dax (b(t’x).ez(ﬁt—qx) :/ d.’L'*/ [a(k) e—z(wt—kx) + a*(k) ez(wt—kx)} ez(Qt—qx) —

—o0 oo 2 J_ 21w

+o0o dk +o00 ] ) 400 _ .
:/ |:/ dxa(k) efl(Wtsz) el(Qtfqm) + / dz a*(k) el(wtka) e'L(thx):l —

2mw

— 00 — 00 — 00

too dk —i(w—Q)t x _i(w+Q)t
= — {ake 2n 0(k —q) +aje 27 5(k+q)} =

oo 2w

w=1/k2 + m?2 | S(K—q): k=q — w=2Q :lla T lla* ei2Qt
Q=a2+m2 | §(K+q: k=-qg—ow=0 20 ¢ 20 4
¢ ) oo i(Qt—qz) 11 11 * 120
Luego el ‘producto escalar’ da: dzo(t,z)-e = 5% + 30 %€
—0o0
Similar al caso vectorial en R™ : aj + a* jeith

d .
> 2) T Derivar respecto al tiempo (¢ = 7):
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41. CALCULO DEL CORCHETE DE POISSON {A, A*} Ignacio Vallés Oriola

d too . 11 1,
G ([ awot) e = S fha e )

—+oo +oo

Primer miembro: / dz (TF e =am) 1450 ei(m_q”) :/ dz (1 + i Q¢) e’ H-az)

—00 —00

1 .
Segundo miembro: 20 a’, i2Qe’ 20t — ¥ e

Luego, / do (m + iQ¢) e’ — jg* (290

— 00

> 3) Despejar (multiplicando por el conjugado): (fjf:’ dz (7 + iQ¢) e ¥ar) = ia*, et ) e 120t

(Como Q2 = /q®> + m? = Q(q), pero Q # Q(t) y puede entrar dentro de la integral)

1 [T ) , A ) _ ,
z dz (7T + ZQ¢) ez(Qtfqz) 67129 _ 'Latq ezZQt eszQt
2

— 00

1 [t ;
- / do (—im 4+ Q¢)e ¥+ — 4
? — 00

“+o0
Finalmente, cambiando —q — ¢ y conjugando: a, = / dz (im + Q9) i ($2t—az)
Escribiéndolo con ¢ ¢ = Q - w:
+oo .
ay = / dz (im + w @) et@t—Fk=) (41.1)
— o0

Calculo del corchete de Poisson {a,a*}:

El calculo se puede hacer acudiendo a la definicién que hemos recordado al principio el tema y también

aplicando las propiedades del corchete de Poisson (seccion 20.2). Lo haremos de esta forma:

Tenemos:

—+oo +oo
ap = / dz (im + we) e'WiTho) g2 = / da (—im + Q@) e () (41.2)

—0o0 —0o0

—+oo

woay = { [ de o) +wot@) [

—o0

dy (—im(y) + woly)) e } - ()

AB,CD} = {A,C} + {A, D} + {B,C} + {B, D} {ZiA L0, Y B‘,} = 3, %,{4.B;}. La inte-
gral es una suma, por lo que, {[dzA(z), [dyB(y)} = [dz [dy{A(z), B(y)}
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(=)= /_:o da /_J:o dy {(ivr(a:) + wo(z)) @R (—ir(y) + we(y)) e @kY) } — (=)

{\, uB} = Au{A, B}. Como los corchetes de Poisson son derivadas funcionales respecto de ¢ y m,
las exponeciales anteriores no dependen de ellos y las consideramos como ‘constantes’ a efectos de Is

corchetes de Poisson.
+oo +oo ) )
()= [ da [y kR ) (in(a) 4 wila), ~inly) +woy)) = ()

) Sz —y) 0

0 —o(z — (
i(-0) {myr@) 4+ iQ {meko@) — iw {ole)r(@)} + wQ{o)TT}

Segun vimos en el capitulo 44, ‘Formulacion hamiltoniana del campo de Klein-Gordon’, en la ecuacion

38.4

+o0 +o0
(=)= / dz / dy elwt=ka) o=iwt=kv) [0 5(z — y) — iwd(z —y)] =

+oo +oo ) +oo +oo .
_ / dz / dy ¢“=k) (30 5(z — y) + / dz / dy e @) (i) 5(x — y) = (=)

Al integrar respecto de y, d(z —y) = y==

400 ) ) +oo ) .
()= [ de ettt @ i) - [ g itk @) (i) — ()

—0o0 — 00

( Gfi(wtsz) e*i(Qtfqz) _ Gi(wal)t Cfi(Kfq)r )

+o0 +o00o )
= —ielw ! {/ dz Qe iz 4 / dzwe’(kq)z] = (=)

oo — 00

Al integrar respecto de x, las exponenciales salen fuera de la integral, 2 y w no dependen de x

—1 27 2w k=q(Q=w)

= iV [Q 26k —q) +w2md(k—q)] =
0 k#q

Luego, en (1+41)-dim:

{ak,ay} = —i2w2wé(k — q) (41.3)

En (1+3)-dim, K es un trivector que aportara un factor 27w por cada componente y tendremos:

{ag, a3z} = —i(2m)®2w 8%k — q) (41.4)
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Capitulo 42

{H,a*} y conexion con la teoria

cuantica

En este capitulo calcularemos varios corchetes de Poisson.

Recordemos las formulas de temas anteriores:

1 o dk ) )
d(ta) = 5 [ o [ alk) e R 4t (k) et | (40.1)

1 [T dk , .
r(t,z) = - / T (ciw) [ a(k) e~ i@t—ke) _ g (k) gilwt—ka) } (40.2)
2 ) _0o 21W

{ak,a3;} = —i2n2wd(k —q) (41.3)

+oo .
a, = / dz (inm + we) etk
o (41.2)
a* = / dz (—im + Q@) e (a2

42.1. Calculo de corchetes de Poisson

Tenemos {ax,a;}, pero nos falta {ax,a,}y {aj,a;}. Vamos a calcularlos, por variar, aplicando la
definicion de los corchetes de Poisson (en el capitulo anterior lo hicimos aplicando las propiedades de

los corchetes de Poisson).
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Necesitaremos las derivadas funcionales de los ay, respecto de ¢(x) y de 7(x):

6a;€

5¢(x)

= Ww ei(wt—k:;c) . 662/]@ = iei(Wt_kx) — 76aq = i@i(Qt_qx)
' om(x om(x

Vamos a por el corchete de Poisson:
(o, }—/+Oodz dap  dag B dap, dag \
BT e T\06) dn(z)  on(z) de(z))

“+oo
— / dz (UJ ei(wt—km)iei(ﬁt—qx) _ Z-ei(wt—km) Qei(Qt—qm)) —

— 00

+oo +oo
/ dz w ei(wtfk:r) i ei(Qtfqm) _ / dziei(wtfkm) [9) ei(ﬂtfqa:) —

— 00 — 00

+oo +o00
= jw ei(Qt*qI)/ dz ei(wtfkw) — 0 ei(ﬂtfqa:)/ dz ei(wtfkw) _

. +OO . .
=i (w— Q) et / dze ' FFD7 — j (0 — Q) @V 21 5(k 4 ¢) = (=)
— 0o

(k= —quw=w)(=)=i0e?"2r =0
Conjugando el resultado anterior, ({ax,aq} =0)" — {aj,a%} =0.

Conclusion:

{ak;aq} = {ag,ay} =0 (42.1)

Corchete de Poisson del hamiltoniano con ag:

Hay dos formas de calcularlo, a partir de la definicién o aplicando las propiedades del corchete de

Poisson. Lo haremos de esta segunda forma dejando la primera como

Partimos de

H = X /+°°dkw (aral + ataz) (40.3)
4 J_o 271W
de
{ak;ay} = —i2w2wdé(k — q) (41.3)
Y de
{ak;aq} = {ag,a}} = 0 (42.2)

320



42. {H, A*} Y CONEXION CON LA TEORIA CUANTICA Ignacio Vallés Oriola

— Para el célculo del corchete de Poisson vamos a simplificar del H los factores w que estaban para
poner explicitamente de manifiesto la invarianza Lorentz.

— Para el hamiltoniano en el corchete de Poisson sustituiremos la variable muda k por q.

* 1 Hoo dq * * * 1 +oe dq * * *
{Hvak}:{4/ 27r(aq%"‘aqaq)aC‘k}:4/ Gy {agag +agaq , ai } =
1

+oo d 0 0
4q * * * * * %
= 4 / % [QQW + {GAI)ak‘}aq + aq{aq,ak} + W aq:| =

— 00

1 +oo dq * * * *
—1 5 Havaie; + ajlasai] -

— 00

1 [t
= 1/ ;173 [—i2m2wd(g —k)ag — aj —i2n2wi(¢—k)] = —i/dk Sg—k) at = (k=q),

— 00

finalmente, (demostrar la segunda igualdad como )

{H,a;} = —iwa; {H,a;} = —iway (42.3)

42.2. Conexién con QFT

Mecanica Clésica QFT (postulado)

A* At

{A,B} =C [A, B] = ihC

{ak,a;} = —i2m2wé(k — q) [ag, a}] = ih(—i2m2wé(k — q) = 272 hw 6(k — q)
{H,a}} = —iway [H,al] = hwal ; [H,ax] = —hway

{o(z),7(y)} = 6(z —y) [¢(x), 7(y)] = ihé(x — y)

42.3. Ejercicios propuestos
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Ignacio Vallés Oriola 42.3. Ejercicios propuestos

Demostrar®, usando la definicion del corchete de Poisson, que {H,a}} = —iwaj

%Ejercicios resueltos por Rodolfo Guidobono

Recordemos que H = /+Oo dz (ﬂﬂéx) i (szl’)) " ”;2¢)

— 00

+oo
yaque af = / dz [—in(z) + wolx)] e i@t—ho)
+oo SH Sa* SH Sa*

H o} = d k_ _ k

—— e N N —

(4) &) (2) (3)
04} - JA; , SH
1 ke iwi—ka) 2 ko _ —i(wt—kx) _

T *B S e = R

Vamos a por el punto (4) , recodemos que = - —
x

SH OH 0 OH 20(0) — O (8 () = tmm2o(e) — () = — b () - (s
55~ Po(e) ~ Bedam ~ P~ g0 @) = +mPe(a) = ¢(@) = ~¢'(@) + m*9(@)

0H

Klein-Gordon: é(x) — ¢ (x) +m?p(x) = 0 53] = —é()

Con  o(x) = % / +: Q(jrlju [apemitib) 4 g eitorto)]

d(z) = f v 2 50 5 g (i) e @R 1 g (i) etk

Bo) = 5 I g [an (i) i) (1) R ] = —w?6(a). Luego
SO

Incorporando los resultados (1),(2),(3) y (4) a la definicion del corchete de Poisson,

“+o0
{H,a;} = / dx [wQ o(x) (—ie_i(“’t_k‘"”) — we Hwi—kz) m(x) | =

— 00

I /:O [wgb() %@;)] S /:odz [—in() + wo(@)]
Luego'! {H,a}} = —iwal O

1Ejercicio 1 resuelto por Rodolfo Guidobono.
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Demostar que {H,ap} = iwag

1 [Td
Usaremos las propiedades del corchete de Poisson y tenemos que H = — / — (araj, + ajay)

4 ) o 27
1 /+oo dg
=<- — (agal + alay), ay
{4 o 2m - 1 e
k—q,-indice mudo
Recordemos: {ag,aq} =0; {ag,a}} = —idnwd(k —q) = —{a},ar}

{aqa; + ajaq, ap } = aglay,ar} + {ag,arta; + ai{aq, ap} + {a;, arta, =

=aqidrwio(k—q) + 0 + 0 + idnwd(k —q) a,

(H }—1/+°Odq( drwd(k —q) + i dmwd(k —q) )—1/+Oodq'8 5k — q)
sak} =7 o ag i 4Tw q i 4w q) aq) = 7 - 5 1 8Twag q

Como ¢ = k , nos queda finalmente que? {H,ax} = iway

Si {H,a;} = —iway, , conjugando se obtiene {H,ay} = iway 3

L, Loteedke, L, 1 [tCdE .
H :1/700 %(akaquakak) :Z[m %(akakJrakak):H

Porloque {H,ar}={H" a}}" ={H, a}} = (—iwap)" = iway

2Ejercicio 2 resuelto por Rodolfo Guidobono.
3Ejercicio resuelto por Roger Balsach.
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Capitulo 43

Prescripcion de Feynman

En este capitulo nos dedicaremos al célculo de la siguiente ntegral:

~+ oo e—iaw
/ —__dx a€R,b>0
oo T2 — b2

Esta integral no existe, diverge, porque en el denominador hay dos puntos,
+b, que lo anulan. Aparece que el calculo de la funcion de Green de Feynman,

que sera el propagador de la QFT, por lo que debemos intentar resolverla.

Cuando una integral no converge, siempre podemos inventarnos el valor
principal de Cauchy que consiste en deformar ligeramente el contorno con
unas circunferencias de radio € rodeando a los ceros del denominador y,
luego, hacer tender € a 0. Si existe ese limite se obtiene un valor de la integral

que tiene consistencia y sentido. Luego esté la prescripcién de Feynman que

es una técnica de regularizacion y sera la que adoptemos.®

2Se recomienda ver los capitulos 16 (integral de contorno) y 17 (parte principal de una

integral) del curso ‘Teoria cuantica de Campos’, de Javier Garcia.

43.1. Parte principal

Serie muy conveniente recordar algo de integraciéon en C.

En analisis complejo, un polo de una funciéon compleja de variable compleja es un cierto tipo de singula-
2
27 +1

1
ridad que se comporta como la singularidad P en z = 0. Ejemplo: La funciéon f(z) = m

tiene en z; = 2 un polo de orden 1 y en zo = —3 un polo de orden 4.
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Ignacio Vallés Oriola 43.1. Parte principal

Se llama Residuo de f(z) en zg, un polo de orden n, a la expresion:

1 dn_l

Res(£(2), 20) = Jim oo ooy (= 200" £(2)

—iaz

Extendiendo la funcion de nuestra integral a todo el plano complejo, f(z) = ﬁ , vy buscando los
polos, vemos que 21 = by 22 = —b son los dos polos de orden 1 de esta funcion, que podemos escribir
efzaz
como f(z)= —————.
1) (z=0)(z+Db)
3 , 1 d° 1
Calculemos los residuos:  Res(f(2),2z1) = lim ((z=21)' f(2)) = (z— =) f(2); para

R sy e
za, Res(f(2),21) = (2 —22) f(z), alser los dos polos de orden uno (la derivada de orden cero es como

no derivar y 0!=1)

—iaz —1iab iab
Res(f(z),b) = limZHbM/LZ/%(Z - _e - ; Res(F(2), b) = -

Teorema de residuos

% f(z)dz = 2mi Z residuos interiores
.

Si el giro es en el sentido horario, aparece un signo

menos.
Contorno semicircular para el célculo de una inte-
gral real: se rodea el polo con un semicirculo de
radio € y luego se toma el limite cuando € — 0
En este caso:

/ f(z)dz = miRes(f(z),z0). Sielgiro es en el sentido horario, aparece un signo menos.

Parte principal

Es un medio de asociar un namero, de algiin modo, a la integral que queremos calcular y que sabemos

que no existe:

“+ o0 —iax
/ & _dw a€R,b>0
b2

2
R

Caso A:
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43. PRESCRIPCION DE FEYNMAN Ignacio Vallés Oriola

e—laz

2 _ 32
zZ2—b
de radio € — 0 y completamos por arriba del eje z con un semicirculo de radio R — oo

Calculamos }é

con un circuito v que rodee los polos del eje real por arriba con semicirculos

—laz
e
}15 i 27 Z{ Residuos internos } = 0
¥
Descomponemos la integral en 4 partes:

Descomponemos la integral en 4 partes:
I(v) = I(R) + I(=bje—0)+
+ I(bje —0) +

I es la parte principal o wvalor principal de

Cauchy
eiab —iab
0 =1 —miRes(f(z), —b) — miRes(f(z),b) + 0* 0=1—mi ( 2b> — i < 5 ) +0*
* R—o00 R>0:0€l0,7], a <0 entoncese " =0y /=0.
% e—’iu,: — e—iril’{((tosH—H sinf _ e—’i,u,H('()sF)) 6(1,Hsi119 R—=So0coANa<(0= 6(1,Hsi119 S50 = =0
Despejando, [ = % (emiab _glaby — g [(cos(ab) —isin(ab)) — (cos(ab) + i sin(ab))] = g (—2isin(ab))
™

Izgsin(ab) a<0, b>0

“+oo e*iam
A T se le llama parte principal o valor principal de Cauchy de la integral PV / poa— dz

Hemos obtenido que si rodeamos los polos de orden uno por arriba con semicircunferencias de radio
€ — 0 y cerramos el circuito por arriba con una semicircunferencia de radio R — oo, al imponer que
+ oo e—ia:c T
a < 0 obtenemos que PV ——— da = — sin(ab)
x2 — b2 b
— o0

Caso B:

e—laz

Calculamos yg pop—

radio € — 0 y completamos por abajo del eje z con un semicirculo de radio R — oo

con un circuito v que rodee los polos del eje real por abajo con semicirculos de

e e
2b 2b

% = 271 Z{ Residuos internos } = 2mi ( Res(—b, f(2)) + Res(b, f(z)) =21 [e_iab o ]
¥

2mi [elb —emiab 2r
= _% (21 (2@)) = ? Sln(ab)
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Ignacio Vallés Oriola 43.1. Parte principal

Descomponemos la integral en 4 partes:

Descomponemos la integral en 4 partes:
I(v) = I(R) + I(—bj;e —0) +

+ I(b;e —0) +

o1t 6iab e—iab
2r I G .
2 sin(ab) i (—2b> i ( 5 ) +0

¥ R—00 a>0 paraquee @ =0

*x R—o00 R>0: 6¢€(r2n], sinf <0, a>0 entonces e " —0 y /=0.

* e*iaz _ C*iuR(('usé)+v,hin 0) _ ({77',(1,1?’ cos 6 C(:,R sin 0 R—>00 A a >0 A sin 6 <0= (]ya,Rr.iué' S50 = =0
2 i [ etb i [ e~tab

—sin(ab) = I — — — —— ) + 0 a>0

b (ab) 2b (21)) 2b ( —2b

2 ) . 2 b .
I = % sin(ab) — ;T—Zelab + g—;e"“b = % sin(ab) — 72% (e“’b — e‘“’b) =

2m . mi (elb — e~iab . 2r T T
=3 sin(ab) — % (21) (2i) = > sin(ab) — 7 sin(ab) = 3 sin(ab)

+oo —iax
e
I es la parte principal o valor principal de Cauchy de la integral I = PV / 2
oo LA —
Hemos obtenido que si rodeamos los polos de orden uno por abajo con circunferencias de radio ¢ — 0
y cerramos el circuito por abajo con una semicircunferencia de radio R — oo, al imponer que a > 0
“+ oo e—iam

obtenemos que PV /_oo praT dx = % sin(ab)

i, Como es que ahora no da cero, da el mismo resultado? Incluso aunque se rodeen los polos por cada
lado? Asi no sirve para reproducir fenémenos fisicos, deberia ocurrir que si al integrar por arriba da
algo, al hacerlo por abajo de cero o al revés, pero siempre da lo mismo sea cual sea el recinto que se
tome.
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43. PRESCRIPCION DE FEYNMAN Ignacio Vallés Oriola

43.2. Regularizacion de Feynman o —te prescription

Ahora no deformaremos el entorno a la hora de integrar, para regularizar la presencia de los polos reales
en =+b sustituiremos la integral de partida, fj;o dr e~ /(22 — b?), por otra diferente.

Nos inventamos una nueva funcién que tendra los ejes fuera del eje real.

— Si elegimos que los dos polos estén por encima del eje real, o por abajo, estamos adoptando la opcion

de la electrodinamica cldsica.
— La opcion de Feynman consiste en tomar un polo por arriba y otro por abajo.

El denominador de la funcién del integrando seré, ahora,
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—(=b+ig) )~(zf(bgi5)) = 22— 2(b—ig) —2(—b+ie)+(—b+ic)(b—ie) = 22 —z(B— I —p+ ) — (b—ic)?

2% — (b* — 2bie — & ) = 22 — b* + 2bie ¢ infinitesimal : e<<1 — &2=~0
e—iaz

Ah id la integral: dz —5——

ora consideramos la integra 55 i
Calculemos los residuos:

lim (z—(—b—i—is))i :(9 L'Hopital ) = ei*(=b+%) iy B L
2 —btic 22 — b2 +i2be 0 2 —btic 22 2(—b +ic)

P . ; ia(—b+ie) 1 eiab .
Tomando limites cuando ¢ tiende a cero: Res(f(z), —b) = lim e — = . Analo-
€0 2(=b+ie) —2b
e—iab
gamente, Res(f(z),b) =
2b
y efer(b ig)) - . (7[(1’) ae ef’mb

Res(f(z),b) = EIHMJ?ECMX/Q,/E)’(/ o (0/OL'H) = ! )72([)7 S il

> Consideremos ahora, para la integral, un circuito que cierra el contorno por arriba (sin
deformarlo)

0
00 eiab
I = [ =2 iduos int =2
. + /_)OO A WZ(I‘GSI uos internos) =5

Tt
I = ——¢iab a<0

> Consideremos ahora, para la integral, un circuito que cierra el contorno por abajo (sin
deformarlo)

I = —— g tab a>0

—a a>0
Una forma compacta de escribir ambos resultados en una linea en usando —la| = ,
a a<0
—+ oo e—iaz i .
/ ds &7 _ Tt _iblal
—oco z2 — b2 4 i2be 2
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43. PRESCRIPCION DE FEYNMAN
Atn maéas, podemos sustituir 2ve por & , es como si en vez de desplazar una distancia e los polos
los hiciésemos una distancia e/2b ; incluso podemos llamar ¢ al ¢’ que hemos cambiado y as-i es como

aparece en los textos la ...
Prescripciéon de Feynman
“+oo —iaz .
€ T z
. e~itlal (43.1)

400 ()71',(1,/: T .
Tenemos dzg ———— = —_¢ib la| Cambio de variable: & = 2be
52 b2 ie 2
J—o z% — 0% t+e
b es una constante fija por lo que ¢ -0 = & — 0
(J
—i| b—i— | |a|
+ pfinz ¢ 2b .y
— o0 - g o —ib|al
1= LX dz P T =7 — 5 e
b—i % e =0

Volviendo a llamar ¢ a €', tendremos la “prescription +ig”
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Capitulo 44

Funcion de Green de Feynman

En este capitulo vamos a calcular la funcién de Green con la prescripcion

de Feynman.

44.1. Funcién de Green de Feynman

2
Accion del campo de Klein-Gordon: — S[¢] = /d4x {;Bﬂgba“gb — %¢2

Para encontrar el campo ¢(x,t) se resuelve la ecuacion de Klein-Gordon ¢ — ¢ + m?2¢ =0

Pero, ;qué ocurriria si tuviésemos ¢ — ¢ +m2¢p = f(t,z)?. Esta el la ecuacion no-homogénea de
Klein-Gordon, es mas general y representa situaciones en las que de repente puede aparecer una pequena

perturbacién. Para ellos se utiliza la Funcién de Green G, que hay avanzada G4 y retardada Gg. !

En QFT, para conocer ¢(x), necesitamos ambas funciones de Green, G4 y Gg, lo que ocuure en el
pasado y en el futuro, ambas determinan el campo. La combinacién de ambas funciones de Green da

lugar a la funcién de Green de Feynman, Gp.

En cualquier teoria de campos, a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange se determinan las ecuaciones
homogéneas (= 0) de movimiento, que ahora igualaremos a una determinada f (¢, x) (se le llamara fuente,
source) y, al resolverlas, encontraremos la funcion de Green. Esta fuente (source, f(t,x)) representaran

perturbaciones en el espacio-tiempo de particulas y como se propagan por el espacio-tiempo.

Para mayor generalidad trabajaremos en (1+3)-dim.

1Ver capitulo 14 de los videocuros “Teoria cudntica de campos” de Javier Garcia
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08

Dada una accién S[¢], obtenemos las ecuaciones de movimiento al exigir — = 0.

5

1 2
Llamamos ‘densidad lagrangina’ a £ = 56,@6“925 - %qﬁZ y S[o] = /d4 L

6 _,_ 0L au< a/:)

66 09 " \9(0,0)
i
, oL oL 1 9 1909, 0(0"9) | _
Calculemos primero 50,9) = 20u0) 58(8a) (0,60"¢) = 5 ") oMo + 0u¢ 2000) | ~
o8
0(0 1 1 1
— 5 |00+ 00 G| S0+ 0,00 = Goro + 0] = 207

. 67’5‘—67[:_ oL 2 m _ " 2 —
Volviendo a 56~ 99 O (8(@@)) m“¢p—0,(0"$) =0 Dedonde, 8,0"¢p + m¢p = 0,

que es la ecuacion de movimiento de Klein-Gordon que ya vimos.

Teniendo en cuenta la funcién de Green, G 2
9,0"G(z,z') + m?*G(z,z’') = é(xz — ') (44.1)

En el completo espacio-tiempo, (1+3)dim, = — ¢, z,y,z vy ' — t/,2',y,2’. El cuadrivector k es
k' = (w, k) yel d(x—a') serd 4-dim, 6@ (z —a') = 86(t —t)6(z — 2/)d(y — v/ )0(z — 2') .

1 [T .
Como 0H = — / dk e*® | también, kO = ko, k, = k%, ky = —kY, k, = —k*

21 Joo

—+o0 . , +oo X , —+o0 . ,
S(z—z) = 1 / dk, e Fe (@20 §(y—y) = 1 / dky e Fv @) §(z—2) = % / dk, e *=(==2)

+oo +o0 400 +oo
5@ (z—a') = 2i / dw eiw(tft')% / dk, ef’ik:c(l‘*afl)/ dk, e*iky(yfy/)% / dk. e~ ik=(z—2") _
s ™ ™

oo oo o0 oo

4 4
[T -ty —kia—a) =y =) —ha(a—2)) _ [ LT k@ —a
@) (2m)1°

Y v

d*z
(2m)*

Tomaremos G(z,z') como una transformada de Fourrier de variable z: G(z,z') = / G(k,z') ene"

que sustituiremos en la ecuacion 44.1, 9,0"G(x,2') + m*G(z,2') = §(z — ')

4 4 - - dr o -

2Ver capitulo 14 de los videocuros “Teoria cudntica de campos” de Javier Garcia
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e}

4 o~ . 4 o~ . p .
_ / L Blka!) g 0, (07" = / T Glk,a') g 97 iy = (Dua” = o)) =

(2m)* (2m)*
o Bk ) g e ikgsf = [ S5 Gk, at) 4 97" ik = ( renombrando indices
(27)4 ( v‘r)g € 1RO, = (2ﬂ)4 ( ,x)g e ik, = ( renombrando indices )
d4l‘ . ~ ikga?
- / (2m)4 ik Gk, a'), ™
Si hacemos la otra derivada,
8,0"G(z,x') = - /d4kz‘k ik Gk, 2') e’ = /d4kk Gk, 2') e’ =
“ ’ (2m)z M ’ (2m)2 " ’

d*k . S T
_/(271')4 Gk, z') (w? — B2) %67 (k" = kok® + ki k' +kok? + ksk® = w? — k2 — k2 —k? = w? —F?)

d*k PN —
(271_)4 (m2) G(k, 33/) ezkuac

> m2G(x,x’) :/

dk

ikpa? [ —ikpa'’
(2m)*

> ademss, 6@ (x—a') =

Sustituyendo ya en la ecuacion 44.1: /Hﬂ + / H - / H=0= / H+4+H-—-H
’ 0

(—w? + B2) G(k, o) €27 + m2G(k,a') ekor” — eikvetar® —ikpa’® _ g
[(—w2+E2)@(k,z’) + m? é(/{,z’) — efikﬁwlﬁ} (eikﬁfbﬁ) = 0, entonces,

———
#0

(—? + ) G(k,2") + m>G(k,2') — etkor” — 0, despejando G(k,z')

. 8

. _e—lkBI .

Gk,z') = T quad Ahora volvemos el calculo de la transformada de Fourrier,
w2 —k%Z—m

4. o 4 _p—ikaz'® o
Gz, ') = /7d i Gk, ') e = /(d L ko™ —

()’ 2 2 R — 2

d4]€ _ ko (x*—x R
G(z,2') = R = G(z™ — x'*) Solucién formal del campo de Green.
Gl o T

Como la funcion de Green depende solo de las diferencias £ — ', que son invariantes bajo traslaciones,
,I.(l % ,1.(1 + a()

= % — 2'* es invariante Poincaré | , la funcion de Green es invariante Poincaré.
T/(}, N T/’y + (1(}

(0%

Esto nos permite hacer un pequeno truco, llamamos y® = z® — 2%, con ello
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4 o —ikay® 3 L oo _ piwy®
G(y):/dk; e :_/dke_lk,y/ dw ¢
(2m)* w2 — k2 — m? (2m)* oo (2T) W2 — 2 —m?

a=0,1,23 j=1,23 k= (—ky,—ky,~k); kjol =k 7 K =w

+oo dw _eiwyo

Nos centramos en la segunda integral / = ,
s & ’ —00 (27T) w2 — k2 — m2

+o0 e—tax i

en el capitulo anterior vimos la prescripciéon de Feynman, / dx =it ‘a‘,

R b

intentamos que nuestra integral se asemeje a esta:

1 “+o0 0

d ew(—y

€ _ew(y) @)
21 ) e w2 — (2 +m2) 2(k2 +m?)

Llamando wy = k%2 4+ m? tenemos que la funcién de Green con la prescripciéon de Feynman, es decir,

la funcién de Green de Feynman sera:

; Pk g L e
Grly) = z/(27r)3e v emtwrly’l

(Los polos se han movido de modo que el de la izquierda esta arriba del eje = y el de la derecha esta

por debajo del eje y se ha tenido en cuenta que (| —¢°| = [y°]) )

. . Bk 1 (o yO it
> si = [y’ = —¢° = GF(?J)—Z/WM6+( Ry HkG)

a3k 1
(27)3 2wy

<0 = Gr(y) =i / eti(wry®—E-9)

, R LI
> si = |y =9° = GF(y)Z/(27T)3Me+( Ky HkG)

Expresiéon que no es manifiestamente invariante Lorentz. Pero no hay por qué preocuparse, preci-
samente por la invarianza de Poincaré, en concreto por la invarianza de la rotacién de vectores en el

espacio ordinario. Si hacemos el mismo calculo para —y en lugar de vy,

Bk 1 . 0T
) =4 = —i(wry —kY)
Crzy) =i / (2m)3 2wy, ‘

La pregunta es : json lo mismo ambas integrales? La respuesta es si y se puede comprobar sin més que

hacer el cambio de variable muda: k = —p, asi

dk = dk'dk2dk3 = | det(Jacobiano)|dp*dp?dp® = |det| 0 —1 0 = | — 1|dp*dp3dp® = dp

wp =Vk2Z+m2, k=—p — wp = /p? +m?
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Bp 1

y entonces, Gp(—y) =1 / 2n) 2,

es variable muda, da igual poner p que k y coincide el resultado, Gr(—y) = Gr(y) y podemos poner:

—i(wpy’ —vecp7)

, lo mismo que tenfamos con y° < 0. Como p

Bk 1
(27)3 2wy,

—1 14
ikyx

>0 = Gry) =i

Recordando que y = = — 2/,

Funcion de Green de Feynman

d3k e—* ko (z*—x'p)

. s .0 _ .10
1 (2m)3 oo si @ ™ > 0
Grp(x — ' == (44.2)
d3k et? ky(z—x'p)
) siz?—2° <0
(2m)3 2wy,
d4k e—iku(m“—r’u)
En los textos suele aparecer como: Gp(z —z') = i / 7 = , que proporciona el
(2m)* w2 — k2 —m2+ic

mismo resultado anterior.

2

También suele aparecer k? = w? — k2, que es la version relativista, k2 = kRt = w? — k2.

También suele ocurrir que en muchos textos la exponencial aparece negativa pero, sea positiva o negativa,
A4k —et ku(zh—2' 1)

ambos casos conducen al mismo resultado: Gp(z —2') = i / 1 = ,
(2m)* W2 — k2 —m24ie

En QFT, se usard Ap = —iGp como propagador de Feynman.
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Apéndice A

El mejor teorema: el teorema de
Noether

Reproduzco el articulo de zientzia.eus

El mejor teorema de Noether. 2019/12/01. Urizar Lanz, Inigo - Fisikan doktorea Iturria: Elhuyar

aldizkaria

https://zientzia.eus/artikuluak /noetherren-teoremarik-politena/es/
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Los matematicos conocen mas de un teorema de Noether. De hecho, el apellido Noether
es portado por una famosa familia de matematicos. Pero entre todos existe un teorema
de Noether especialmente bonito. Emmy es de Noether.

Amalie Emmy Noether nacio en Alemania en 1882. Para muchos es la mujer matematica
mas grande de la historia. A pesar de las dificultades, consiguio aprender matematicas
(ya que estaba prohibido para las mujeres de la época); al estar también prohibido ser
profesor, dio clases en sustitucion de su amigo David Hilbert. En palabras de Einstein,
Noether es el mayor genio de las matematicas desde que comenzo la ensenanza superior
femenina. En 1918, Noether publico su teorema mas famoso. Para muchos expertos, el
teorema mas bello y profundo que tiene la fisica matematica.

Es bello porque nos muestra la base de los principios de conservacion que se conocian
desde hace tiempo, haciendo ver que muchos principios diferentes tienen la misma base.
Y profunda, porque combina dos ideas que en principio parecen muy diferentes: los
principios de simetria y conservacion.

La idea de simetria es muy basica: una cosa de simetria la vemos igual antes y después
del ejercicio de simetria. Un cilindro, por ejemplo, lo veremos igual si se produce
cualquier rotacion sobre su eje. No podemos distinguir entre el cilindro anterior y el
posterior a la rotacion.

Si giramos alrededor de otro eje, por el contrario, no veremos el cilindro igual. Podemos
saber si alguien ha girado o no.

Una esfera es un objeto alin mas simétrico. Girando alrededor de cualquier eje que pase
por su centro, lo veremos igual.

Hay que mencionar dos tipos de simetria: las
simetrias continuas y las simetrias discretas. En
matematicas, seguir significa que dos objetos de

2019/12/01 Urizar Lanz, Ifigo - Fisikan doktorea lturria: Elhuyar aldizkaria

https://zientzia.eus/artikuluak/noetherren-teoremarik-politena/es/
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lo que se ha seguido pueden estar tan cerca
como se quiera. Por tanto, en una simetria
continua, dos operaciones de simetria estan muy
proximas entre si. En los casos de los ejes de la
esferay del cilindro, todas las rotaciones son de
simetria, aunque sean minimas. Y hay una
operacion de simetria muy proxima a una
operacion de simetria. En la segunda figura, para
que una rotacion sea simétrica debe ser de 180
grados, por lo que muy cerca de una rotacion de
simetria no hay otra rotacion de simetria. Esta simetria es discreta.

Figura . Si hacemos una rotacion alrededor de
su eje, cualquiera, lo veremos igual.

Un principio de conservacion nos dice que el valor de una magnitud fisica no varia.
Todos hemos oido hablar del principio de conservacion de la energia: la energia no se
puede producir ni destruir. En un sistema fisico, la energia (si esta aislada) no cambia
con el tiempo. También se conocian otros muchos principios de conservacion. a
principios del siglo XX: principio de conservacion del momento lineal y principio de
conservacion del momento angular, por citar los mas importantes.

Los fisicos buscan este tipo de principios porque les ayudan a comprender mejor sus
sistemas. Por ejemplo, gracias al principio de conservacion de la energia, somos capaces
de explicar por qué los planetas van mas rapido en su elipse alrededor del sol, cuando
estan mas cerca del sol que cuando estan mas lejos (este principio da una explicacion a
la famosa ley de Kepler). Y por si fuera poco, somos capaces de adivinar la velocidad de

Texto generado por el traductor automatico Elia sin revision posterior por traductores. Elia Elhuyar



los planetas en un punto y otro. Algo parecido ocurre con los atomos: somos capaces de
saber el color de luz que emitira un atomo de una determinada especie quimica,
atendiendo simplemente al principio de conservacion de la energia.

El principio de conservacion del momento lineal nos permite conocer la velocidad con la
que saldran los objetos colisionados tras un choque. Esto puede servir, por ejemplo, para
conocer la velocidad de los vehiculos en un accidente de trafico o para controlar los
detalles de la colision que cre6 el boson de Higgs.

La conservacion del momento angular tiene, entre otros muchos, una bonita
consecuencia: la orbita de un planeta alrededor del sol se encuentra en un plano. Es
decir, un planeta nunca puede salir de ese plano. El plano de la orbita de la Tierra se
llama ecliptica. Esta palabra sera conocida por los aficionados a la astronomia, ya que es
también el nombre de la trayectoria del sol en el cielo y las constelaciones del zodiaco
estan situadas en él. Pues si no fuera por el principio de conservacion del momento
angular, la 6rbita de la Tierra no estaria en la Ecliptica y se desplazaria por encimay por
debajo de ese plano saliendo del plano.

19Y190N ap ewaloa) Jjolow 3

XX. A principios del siglo XX se conocian algunos de estos principios de conservacion. En
aquella época, Noether dio a estos principios un significado sorprendente. Enunciaremos
una version informal de su teorema:

“Cualquier simetria continua de un sistema
responde a un principio de conservacion”.

Noether aporto la demostracion del teorema (en
este articulo no lo vamos a dar porque es muy
técnico). Para comprender mejor el significado y
la profundidad de esta frase, pongamos como
ejemplo las simetrias mas importantes de la
fisica: las simetrias del tiempo espacial.

/Sa/eualljod-y1iewa109)-uaiiayiaou/yen|nyilie/snaeiziuaiz//:sdny

eliexziple seAny|3 relliny| ealopjop ueyisid - 061y ‘zueT rezin 10/2T/6T02

Figura . Si giramos alrededor de otro eje, no
veremos el cilindro igual.

Antes de empezar, ;qué es una simetria del

tiempo espacial? Pues imaginemos un espacio

vacio. El espacio interestelar, si queremos, donde no hay gravedad. ;Qué cambios
geomeétricos podemos hacer a este espacio? Pues por ejemplo, podemos hacer una
traslacion espacial. Es decir, podemos movernos en cualquier direccion a cierta distancia.
En fisica hay un principio, llamado principio de la relatividad, que nos dice que todas las
leyes de la fisica tienen que ser iguales en esta nueva posicion. Si no fueran iguales, el
resultado de un experimento seria diferente en una u otra posicion. Por ejemplo, los
electrones de un atomo se ubicarian de forma diferente en nuestra habitacion, en la casa
de nuestro vecino o en la galaxia de Andromeda. Nunca lo hemos visto asi, por lo que
pensamos que las leyes de la fisica son las mismas en todos los puntos del espacio y, por
tanto, los resultados de todos los experimentos son los mismos en cualquier lugar. Por
eso decimos que es una simetria del espacio, porque un punto del espacio no se puede
separar de todos los demas.

El principio de la relatividad nos da cuenta de otras simetrias: nunca nadie ha visto una
ley de la fisica que cambia con el tiempo. Leyes de la electricidad, por ejemplo, el XIX. Se
establecieron en el siglo XIX y hoy en dia siguen siendo idénticas (llamadas leyes de
Maxwell). No se han modificado. Es mas, tenemos poderosas razones para pensar que en
el pasado también han existido varios millones de anos de leyes. Este fenomeno se
denomina simetria con las traslaciones temporales. Una traslacion temporal para el
pasado o para el futuro no puede cambiar la ley de la fisica. El resultado de un
experimento sera hoy, ayer o manana.
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Tenemos pues dos simetrias que nos ha dado el principio de la relatividad: las
traslaciones espaciales y las traslaciones temporales. Existe una tercera simetria que nos
da el principio de relatividad: la simetria con las rotaciones. Todas las leyes de la fisica
son iguales si tomaramos todo el sistema y lo hacemos girar. Es decir, el espacio no tiene
una direccion privilegiada, a la que se mira una fisica diferente que cualquier otra
direccion.

Por tanto, seglin el principio de relatividad, el espacio no tiene lugar privilegiado, no
tiene momento privilegiado y no tiene direccion privilegiada. El resultado de todo
experimento, como el choque entre dos electrones o el estado de tres quarks que forman
un proton, es idéntico en todos los puntos del espacio, en todos los momentos del
tiempo y en todas las direcciones del espacio. Si cerraramos los ojos y hicieramos una
rotacion, una traslacion temporal o una traslacion espacial, en ninglin caso seria posible
saber si se ha producido esta operacion al reabrirse. Estas son las simetrias del tiempo
espacial que establece el principio de la relatividad (ya que el principio de la relatividad
nos da cuenta de mas simetrias, pero no las mencionaremos en este articulo para no
confundir demasiado).

Estas tres simetrias son continuas. En el caso de

las traslaciones espaciales, podemos hacer una .

traslacion muy pequefna y quedarnos en un punto A
muy cercano. En el caso de las traslaciones de ¥ At ——-2
tiempo también podemos “movernos” a un " '
momento muy cercano (no hay saltos

discontinuos en el espacio y en el tiempo). Y

eligiendo un eje, podemos realizar una pequena Figura . Girando alrededor de cualquier eje
rotacion alrededor del mismo. Por tanto, al veremos la esfera igual.

tratarse de simetrias continuas, se puede aplicar
el teorema de Noether.

¢Y cuales serian las magnitudes conservadas correspondientes a estas simetrias? Pues
bien, el propio teorema nos dice que en el caso de las traslaciones espaciales, la
magnitud que se conserva es el momento lineal. En el caso de las traslaciones de tiempo,
energia. Y en el caso de las rotaciones, el momento angular. jQué buen resultado!

Noether descubrid una relacion profunda y sorprendente entre las simetrias y los
principios de conservacion: json consecuencia de la otra! Ambos van juntos, no se
pueden separar. En un mundo donde la energia no se conservaria, las leyes de la fisica se
desarrollarian con el tiempo, es decir, se irian modificando en el tiempo. Dos momentos
diferentes del tiempo no serian inseparables.

Aunque no los hemos mencionado en este articulo, ya que hemos hablado Gnicamente
de las simetrias del tiempo espacial, este teorema es aplicable a todas las demas
simetrias. Para despertar la curiosidad del pablico lector diremos que la conservacion de
la carga eléctrica también es consecuencia del teorema de Noether. En este caso, la
simetria no es el tiempo espacial, sino el propio sistema de ecuaciones, y a esta simetria
mas abstracta se le llama simetria gauge. Esto puede incluir una interpretacion
geomeétrica en un espacio de mas de cuatro dimensiones. Pero eso es cuestion de dejarlo
para otro dia.

Como dijo Robert Wald, una vez que se ha dado cuenta de ello, no puede evitar que uno
pueda sentir que ha aprendido algo muy profundo sobre como actda la naturaleza. Ese
es, por tanto, el regalo que nos dejo esta gran mujer.

Texto generado por el traductor automatico Elia sin revision posterior por traductores. Elia Elhuyar
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Apéndice B

Emmy Noether: alma, corazén y vida

B.1. Emmy Noether, la matematica judia que se sobrepuso al

machismo académico y al nazismo

En una época en la que las mujeres no podian acceder a la universidad, ella acab6 superando a sus coeténeos y

siendo reverenciada por grandes figuras como Einstein o David Hilbert !

A Noether se le pusieron muchas cosas en contra cuando decidié dedicarse a la vocaciéon de su vida: el algebra y
la fisica tedrica. En primer lugar, el hecho de ser mujer en una época en la que estaba prohibido su acceso a la
universidad y, segundo, provenir de una familia judia ubicada en la ciudad bavara de Erlangen, por lo que tuvo

que dejar atras su Alemania natal para partir a Estados Unidos.

Cuando Noether ya descubri6 su verdadera vocacion, las mujeres estaban apartadas de la academia. No fue hasta
1903, afio en el que la joven ya alcanzaba los 21 afios de edad, cuando la Universidad de Erlangen comenzé a
permitir que las mujeres se matricularan en sus distintas carreras. Entonces, decidié hacer un doctorado que no
le serviria para dar clase, pues aunque podian estudiar, todavia no se les permitia llegar a la docencia. Ello no
le desanimo ni le hizo desistir de su empefio de ensefiar, pues comenzé a dar clases extraoficiales a los alumnos

del doctorado sin poder cobrar.
Una universidad nada femenina

“Creo que el cerebro femenino no es adecuado para la produccién matematica”. Esta fue la frase del entonces
decano de la Universidad de Gotinga cuando Noether solicité6 una plaza de profesorado en 1915, sin embargo,
se mostro favorable a acogerle en el claustro como si fuera una excepcion. Desafortunadamente, el Ministerio de
Educacion de Prusia no le concedi6 el permiso para tener plaza en la facultad y, de nuevo, Noether se las apano

para seguir en la vida académica por sus propios medios, ensefiando bajo un seudénimo masculino.

Cuatro anos después, y tras muchos infructuosos esfuerzos por intentar dedicarse profesionalmente a la investi-
gaciéon matematica, la joven entusiasta seguia sin plaza en la universidad, pero lo que si que habia conseguido
era haberse hecho un nombre entre sus coetaneos, como David Hilbert y Felix Klein, quienes intentaron por
todos los medios conseguirle un puesto como Privatdozent, los tutores privados de aquellos alumnos a los que

ningun profesor queria dar clase.

L«Bmmy Noether, la matemdtica judia que se sobrepuso al machismo académico y al nazismo”. Por E. Zamorano,
02/09/2021, articulo publicado en “El confidencial”
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El gran talento de Noether y su incipiente fama dentro de los cenaculos mateméaticos (siempre masculinos) le
encumbraron a postularse como profesora y miembro del Consejo de la Universidad de Gotinga. Caballeros, el
Consejo no es una casa de bafios, asi es que no veo por qué una mujer no puede formar parte de él", adujo
Hilbert cuando comenzé a sonar su nombre como proxima admisién en dicho érgano universitario. No fue hasta
1919 cuando finalmente consigui6é su derecho a ensenar en las aulas, pero el éxito y lo bueno estaba atin por

llegar.

Aunque por fin parecia estar establecida en Gotinga, la vida de Noether estaba a punto de volver a cambiar.
Con la llegada de Hitler al poder se aprob6 una ley que prohibia a los judios impartir clase en las universidades
alemanas, por lo que tuvo que huir a Estados Unidos. Asi es como Gotinga recibié un telegrama en el que se
solicitaba que seis profesores debian abandonar la docencia de forma inmediata. Esto no fue un problema para la
académica. A pesar de que toda su vida habia luchado por conseguir un puesto en la universidad y de la noche
a la manana se quedd sin él, estaba acostumbrada a bregar entre la incertidumbre y el desprecio de sus iguales.

Antes por ser mujer, y para entonces por ser judia.

Entonces, partié rumbo a Estados Unidos gracias a una catedra ofrecida por la universidad para mujeres Bryn
Marw, localizada en Pensilvania, donde también impartian clase més académicos alemanes exiliados. Asi, fue
mentora de cuatro mujeres mas jévenes que aspiraban a ser un dia como ella y dedicarse al estudio de las
matemaéticas. En aquel momento, Albert Einstein ensenaba en el Instituto de Estudios Avanzados de Pricenton
junto a otros intelectuales como Abraham Flexner o Oswald Weblen, quienes le invitaron a dar clases alli en
1934.

Una muerte repentina

Desgraciadamente, su trayectoria académica se truncé cuando en abril de 1935 los médicos le detectaron un
tumor pélvico muy avanzado que debia ser extirpado cuanto antes. Apenas cuatro dias después de la intervencion

quirtrgica, muri6é de forma inesperada a raiz de una fiebre muy alta que le entré.

En su funeral, el también matematico Hermann Weyl dedic6 unas emocionadas palabras de despedida a su
admirada profesora y compaifiera, que sin duda sirven de coloféon perfecto para este breve repaso a su vida y
legado: .E» su corta vida, Noether revolucioné las matematicas. Siguié ensenando y aprendiendo incluso cuando
ni las mujeres ni los judios eran bienvenidos en las universidades. Nos dejaste en tu mejor momento creativo
como el eco de un trueno. Adios, Emmy Noether, gran matematica y gran mujer. Aunque tus restos mortales se

descompongan, siempre apreciaremos el legado que nos dejaste".

“Si se hubiera de juzgar la labor de los matematicos vivos mas competentes, la sefiorita Noether ha sido de lejos el
genio matemético mas significativo producido desde que comenz6 la educaciéon superior de las mujeres”. Con esta
frase, el mismisimo Albert Einstein repasaba la vida y el legado de la que es una de las mayores revolucionarias
en el mundo de las matematicas, cuyos hallazgos se siguen estudiando hoy en dia. Emny Noether, nacida en 1882
en el estado aleman de Baviera, es sin duda uno de los iconos feministas més relevantes de la historia y de la
ciencia, pues luch6 incansablemente para hacerse un hueco en el siempre masculino mundo de las matematicas,
siendo ademés adulada y reconocida por su labor a posteriori por nombres tan importantes como David Hilbert
(padre del formalismo) o por el algebrista holandés B. L. van der Waerden, quien dijo también de ella que su

originalidad matematica “estaba absolutamente més alla de cualquier comparacién”.
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Apéndice C

Elementos de calculo en varias

variables: jacobianos y hesisanos.

Aunque este apéndice no es necesario, se supone que el curso estd dedicado a personas con conocimientos
previos de fisica (haber cursados 2 o 3 anos del grado de fisica), lo incluyo para aprovecharlo en posibles

futuras versiones de otros cursos.

Los conceptos que veremos en este apéndice de jacobianos (generalizacion de la primera derivada)
y hesianos (generalizacion de la derivada segunda) son importantes para el célculo de extremos de

funciones multivariadas.

C.1. Derivada parcial

La derivada parcial de una expresion respecto de una variable se hace como la derivada tradicional pero
considerando a las otras variables como constantes.

La derivada parcial de un vector es el vector formado por las derivadas parciales.

Ejemplo C.1:

f: RB - R2 / (xay7z) M->(flva):(1’12y237€$Sinylnz)
of  of 9f

lcular: —; —
Calcular oz’ By’ 0z

8f _ 8f1 8f2 _ 3 T . . 6f o 2 3 T . g_ 2 2 6xsiny
P <E, o ) = (2zyz°, e*sinylnz); - (2°2%, e cosylnz) ; = | 3z%yz", —

of
0z

En un punto determinado, solo hay que sustituir. Por ejemplo,
(0,7/2,1)
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C.2. Jacobiano

Es la generalizacion del concepto de derivada para funciones de varas variables. Se escribe como la matriz
de las derivadas parciales de la funciéon y se le llama asi en honor a Carl Gustav Jacobiy se representa

por la letra J.

frRY = R™ /) f(z,me, o 2n) = (fi, foo o fm)

on on . on
Oxq Oxo oz,

J = (C.1)
Ofm Ofm Ofm
Oxr1 Oxs O%n ) mxn

Ejemplo C.2:

fR2 = R?/ f(z,y) = (2 +y* 2 —vy), calcula J;

oh oh
_ _ _ | oz o (22 1
hi=rttvls femeoy o A=\ oh oh _<2y _1>
or Oy

C.3. Derivadas parciales de segundo orden

2 p. ‘
Se definen las derivadas segundas como _6 J; v i <8f i >
Oz5 Oz \ Oz,

2 r ‘
y las derivadas cruzadas como —5‘2 g;k = % < g;:;)

Teorema de Schwartz. Si f es de clase C2, continua con derivadas continuas hasta, al menos, segundo
*fi O
Or;0ry,  Ox0x;

grado = las derivadas cruzadas conmutan:

Ejemplo C.3:

flx,y,2) = (zy?,y2?) calcula todas las derivadas de orden 2.

O°f 9 (Of\ 9,4 o Pf 9 2 _ R _
W_£<%> _%(y ,0) =(0,0); 8_y2_8_y(2xy’z)_(2x’0)’ @—&(032211)—(0,22/)
o2f o (of\ 0 N = f 9 (f\ 0, 5\

7oty = 1 (o) o =0 D =5 () = 60 = @eo)
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f f f 4 (0,2yz) = (0,2z)

2f 0
2 = = . e _
(0,22y) = (0,0) 020z’ 0z0y Oydz Oy

dxdz _ Ox

C.4. Derivada total y diferencial

[R5 R™ /@y =a(t), Vi=1,---,n — f=f()

d of d of d of dx, " 9f dx;
df _ 9f d= fdes 0, Of dza 3 f de (C.2)
dt Ox, dt Oxo dt Oz, dt = Ox; dt
of af of “. df
df = —d —d ——dz, = dz; C.3
f oz, T+ Oxo Tz + + ox, :1: ; x; * (C.3)

Ejemplo C.4:

fREZS R/ f(z,y) =22 —y? donde =z =tcost; y=cost+sint

df
lcul -
Calcula 3 7 df

d—f:2xg—2 %—

i i i 2(tcost)[cost — tsint] — 2(cost + sint)[—sint + cost]

Previamente, de las expresiones de z e y calculamos: dz = (cost—tsint)dt y dy = (—sint+-cost),dt

df =2zdz —2ydy = 2(tcost)[cost — tsint] dt — 2(cost + sint)[—sint + cost] dt

C.5. Derivada direccional y gradiente

f:R™ = R™; % vector unitario. Se llama derivada direccional de f en la direccion 0 a  Jy®
Dimensionalmente es una matriz m x 1, ya que (Jf)mxn (0)nx1

El gradiente es un caso particular del jacobiano para funciones f : R®™ — R, funciones escalares, se
representa como V f
0 17) 0
Vi = <_f of or

oz’ Dw’ e ox., ) € R™ (vector R"™) (C.4)

Ejemplo C.5:

f(z,y) = 2® —2y+9y?. Calcular el gradiente de f

Vf= (%’%) = (2z —y,—x + 2y)
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C.6. Hesiano

Para una funcion escalar, se llama hesiano al jacobiano del gradiente. Es la matriz de las derivadas
segundas.

fR" =R — Vf:R"=R" = Hy = Jyy

O%f 9%f O%f 9%f
oz32 0x10x2 Ox10x3 0x10x,
8 f 8 f 8 f 82 f
0201, ox3 Ox,0xs 0x20x,
Hy = (C.5)
82 f a2 f 82 f 82 f
0x,0x1 Ox,0rs Ox,0x3 Ox2

n

Ejemplo C.6:

flx,y) = z? — 5621/ + y3, calcula Hy

Claramente (polinémica) f es de clase C? y se cumple el teorema de Schwartz, las derivadas cruzadas
conmutan.

of aof

9 _ 5. _ o) _ _ 2 2

B 2r — 2xy By x4+ 3y
62
a—upv]zc:%@x—%:y):Q—Qy
2f 0 9 9 2-2y —2zx
Oy? ay( 437 4 - " —2x 6y
0% f 0% f

0xdy B Oyozx B B_y(2x ~2ay) =2

C.7. Derivada de la funcién compuesta
fR*>R™, g¢g:R™ >R = gof:R*" = RP /(go f)(z)=g(f(x))

AT )mxns IHJg)pxm = I (Jgof)pxn = Jg(f(x)) - Js(x) (C.6)
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Ejemplo C.7:

f:R2=R3 / f(a,b) = (a® —bcosa, ab, a®+b3); g:R* =R / f(z,y,2)=2—y*>+2

Calcular Jgof

gof:R* =R / (g0 f)(a,b) =g(f(a,b)) €ER

(99 09g g _ B
> Je(z,y,2) = (% 3 o2 T (1 —2y 1) - Jg(f(a,b)) = (1 —2ab 1)
on on
5) éS;; 2absina —cosa
ge & 3q2 302
g/ Y3 a
da  Ob/ 3x2
2absina —cosa
N (1 —2ab 1) . b a = (2a + bsina — 2ab® + 3a%, —cosa — 2a*b + 3b°)
3a? 352

Si primero calculamos Jgo ¢ y luego su jacobiano hemos de obtener, obviamente, el mismo resultado:
(go f)(a,b) = g(f(a,b)) =g(a®> —bcosa, ab, a®+b®) = (a? — beosa) — (a®b?) + (a® + b3) =
=a’+ b3+ a® — a’b? — beosa

Jgof = (89_of7 8g_of> = (2a + bsina — 2ab® + 3a?, — cosa — 2a?b + 3b?) O
da b 1%x2

C.8. Aplicaciones de la jacobiana (jacobiano)

Se llama jacobiano al determinante de la matriz jacobiana.

Teorema de la funcién inversa: si det(Jy) #0 = I f~!

Determinacién de puntos criticos . Hay que encontrar los puntos que hacen Jy = 0, el que sean

maximos, minimos, puntos de silla lo determinara la matriz hesiana Hy
Aproximacion lineal de una funcién: f(x) = f(p) + J¢(p)(xz — p)

Cambio de variable en integrales miultiples /f(:l:) de = /f(g(y) | det Jg4| dy

Cuando se hace un cambio de variable en una integral multiple, por ejemplo 2 = g(y) hay que multiplicar
por el valor absoluto del jacobiano del cambio, | det(J,)]
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= Cambio de coordenadas

x =rcosf
e Coordenadas cilindricas z,y,z — 7,0,z con y = rsinf
z=1z
Jdx Oz Ox
? a6 ? cosf —rsinf 0
Jg=1% i; Y| =]sin6 rcosd 0 —  det(J)=7r>0
g% ) Lo 0
ar 00 0z
dV = dedydz = rdrdfdz
x = psin ¢ cosd
e Coordenadas esféricas =z,y,z — p,0,¢ con y = psin¢sinf
Z = pcoso
dp 00 09 singcosf pcospcosf —psingsind
gy Oy Oy o : .
J= 87) 0 90 = | sin¢gsinf —pcos¢psing psin¢cosb —
% % % cos ¢ —psin ¢ 0
dp 00 0¢

—  det(J) = p*sing |det J| = | sin ¢|

dV = dadydz = p?|sin¢|rdrdfde
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Apéndice D

Series de Fourrier

Utilizaremos la siguiente similitud con vectores:

—

veR™ ey, e2, -+ ,e,} unabase de R" — Jaj,az, - ,a, ER /U =aje; +ases+ -+ aney,

Si {e1,e2, -+ ,€,} esuna bases ortonormal, existe una relacion directa entre las componentes aq, ag, - - -

del vector ¥ y los vectores de la base a través del producto escalar:
Por ejemplo, ¥-ez = 0121/'6’5'0 + 0292/6’5'1 + a3/€3/€§'0' ot anwo =ag, luego

n
17=alel—|—a2e2—|—---—|—anen:§ a;e; con a; =17-e;
,il

Pensemos ahora en un espacio vectorial de dimensién infinita, el de las funciones reales de variable

real bien comportadas, que denotaremos por la letra F (continuas, derivables, ...) Supongamos que

{b1,ba,---} es una base de F, entonces, cualquier funciéon f € F se podra escribir de forma tnica como

combinacion lineal de los vectores de esa base : f(z) = a1b1(x) + agba(x) + - -

Si la base es ortogonal, b; -b; =0, pero jqué es el producto escalar de funciones?

Discretizacion del problema:

Supongamos que la variable x solo toma valores en

xi,T2,- - Ty, entonces,

by = (bi(x1),b1(w2), -+ ) ¥y b2 = (ba(21), b2(22), - - )
y definimos:

bl . b2 = b1 = bl({El)bQ(fEl) + bl(l’g)bg(l’g) + o=
Zn bl(l'n)bg(l'n) e R
En el caso continuo, para f(z) € [a,b] definimos

b

by (z) - ba(x) = / b1 (z)be(z) dz

a
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D.1. Serie de Fourrier

Fourrier demostré que {cosz,cos2x,cos 3z, - ,sinz,sin 2z,sin3x,--- ,1} es una base de F, por ello,

f(x) = ap+aicosz+azcos2z+---+bycosx+basin2z+ .-+ = Zancosn:c + ansinnaz
n=0 n=1

La descomposicion de f(x) en senos y cosenos de nx solo es valida en [—m, 7.

Comprobemos que la base de Fourrier es ortogonal:

4 T 14 cos2nix 1. .. 27

2 Tt

COSMIT - COSNIT = / (cos n1x)2 dz = /

—T —T

=-2r=n7
2
v

1 Uy
COST{ZL - COSNT = / coSnqx cosnox dz = 5/ [cos(ny + n2)x + cos(ny — n2)x]de =

—T —Tr

. 0 .
sin(ny +n T 1 [sin(n; +n
5 (n1 # na)
1+ ns2 o 2 1— N2
Se puede comprobar que cosny - sinnsx = 0; sinnz - sinn, = 0; sinnqx - sinngx =7

En conclusién: cosmni » cosne® = Tn, ,n,; COSNIT-sinnsx = 0; cOSNIT -+ SINN2T = TOn, n,

0 si ny #no
Donde 6y, .pn, = , es la delta de Kronecker.
1 si ny = N9

Lo que confirma que la base de Forurrier, {cosz,cos2xz,cos3z, - ,sinz,sin2z,sin3z,--- ,1} es una

base ortogonal O

Para determinar los coeficientes a,, y b, nos basamos en la propiedad vista al principio para vectores

- . V- € .
de R": a; =U-e;, sila basees ortonormal y a; = , si la base. solo es ortogonal como es el
€; " €4
caso de nuestra base de Fourrier para funciones.

f(x)-coskx  f(x)-coskx f(x)-sinkx  f(x)- sinkx

En nuestro caso, aj = = ; by = = - =
k7 coska - cos kx T F 7 sinka - sinkz T
Luego,
1 4 1 4
a, = — / f(x) cosnxdx; b, = — / f(x) sinnxdz
™ J_x ™ J—x
Recopilando:
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f(x) = Zancosnm + ansinnw x € [—m, 7]
n=0 n=1

(D.1)
1 4 1 4
a, = — f(x) cosnxdx; b, = — / f(x) sinnxdx
™ J_x T J_x
D.2. Serie compleja de Fourrier
m2 @\ i ) (iz)?  (iz)? 2 a8
F=14B4 o+ op o o €= ldbint b =i i
22 23 .
(1—2‘4— >+(:c—3'+ )i:cosm+isinm —  e™® = cosnx + tsinnxe
Como el coseno es funcién par y el seno impar, e~ *"™® = cosnx — i sinnx, con lo que sumando y
restando las dos ultimas expresiones tenemos:
1. » _ 1, »
cosnr = 2 (em"’ + e mm) ; sinnx = % (emw —e “"’”)
)

Llevando estos resultados a la serie de Fourrier, ec.D.1

oo
17L3, —ZTL:I' 1'IL33 —inx
-> w3 2 gy (7 — ™) =

n=0

oo
=ag + Z a?" (eina: + efinw) + % (einx o eznw):| _
n=1 *“

Qa b a b
aO - e’L’VlI - e mx aO (cn eznm Cne Z’I’L(E)
n=1

2 21 2 21
L Cn c;kz
a b 1 ) a b 1 0 ao
Al s =242 D= =222 5= =(ag — ) = —
ser ¢, 5 + 5 L 1_ 5 5 i o 2(ao bﬁ( i) 5
Qg agp «
Como ao—E—i-?—co—i—co—co—&—co (co € R), por otra parte, ag =co+cy =co-1+cf-1=

0€0% + cse 0% y esto nos permite incluir este término en el sumatorio y extenderlo desde que n = 0.

oo

f(iL') — Z (cneinm + C:Le—inm)

n=0
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1 11 [P 1 (7
Los coeficientes son, ¢, = i(an — Bpi) = 3 [/ if(z) cosnxdr + — f(z) sinnz dx} =
Zly - Foa -
/ f(x) (cosnz — i sinnx) —/ f(x) e ""® dax n=20,1,2,---
c, = — / f(x) e dx = (¢,)*, calculado ¢,, ¢ es su complejo conjugado.
Resumiendo:
— inx * _—ina * 1 T inT
f(x) = Z (cne + cre ) chn = C, = %/ f(z) e dzx (D.2)
n=0 —

Propiedad de los coeficientes de la serie de Fourrier compleja:

cl = —/ flx) e "MTdy = e_, con esto, podemos escribir
o0 o0
flx) = Z (cn et + e, 671(7””) Z cn €+ Z c_p etCMT = [-n—m] =
n=0 n=0
= Z Cp e 4 Z Cm € = [m —n] Z cn e, que es la forma compacta de escribir la

m=—o0 n=—oo
serie de Fourrier compleja.

Serie de Fourrier compleja. Forma compacta.

fx) = Z Cr €77 ; ch = C, = % /_: f(x) em® de (D.3)

n——oo

Con ¢, = ¢} ycon f(z)€ [—m,]

Establecemos un cambio de variable de modo que x € [—m, 7| se transformeen y € [-L/2,L/2] — y =

L L 2
Az : y=L/2+ =7 — A =2x El cambi a efectuar es y:2—x — dyzZ—dx — dxz%dy:
™ ™

]. L/2 ( ) - 21ry 271— 1 L/2 ( ) -27rny ( ) J'_ZOO -27r'ny
Cn = 5= fly)e ™o fdy:*/ e t¥%dy vy fly)y=) cue' L
21 J_ps2 L LJ 1,

— 00

Como la variable y es muda, podemos escribir:
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Serie de Fourrier compleja. Forma compacta.

.27rn 2m™n

WES i x 1 L/2 —1 x
f(x) = che L cn:c::—/ flye L dz D.4
@ =3 R (0.4

Con c_, =c; ycon f(z)€[-L/2,L/2]

D.3. Serie de Fourrier dependiente del tiempo

La version continua de la serie de Fourrier que acabamos de ver, llamando k,, = 27‘-—” es f(x) =
00 L

ch etk con ¢t =c_,

— 00

Para tener una f(x,t), dependiente también del tiempo, solo podemos incluir esa dependencia en los

+o00o
coeficientes ¢, (t), con lo que  f(x,t) = Z cn(t) etFne
—0o0

Si lo que deseamos es que f(z,t) represente a una onda, se debera cumplir la ecuacion general de ondas:

02 0? . . . . .

a—t{ — Uza—é = 0, siendo v la velocidad de propagacion de la onda. Esto determinara quienes son los
x

coeficientes ¢y, (t).

82f “+oo ) an “+o0 . “+o0 )
Calculos: 52 = ; En(t) ethn i Z.O cn(t) (iky)? ethn® = — ; cn(t) k2 ethn

Sustituyendo en la ecuacion de ondas,

+oo _ +o00 ) 400 )

Z Cn(t) BZ kp + U2 Z Cn(t) k?b 61 kon @ - Z(Cn + U2kn C'n)ezknm = 0 = Cn(t) + U2kn Cn(t) = 0

— 00 —0o0 — 00

Llamando w, = vlk,| — w2 = v’k = &, +wlc, = 0, ecuacién diferencial cuya ecuacion

cop N2 4 12y _ —2 — 44

caracterfstica es \* + kA =0 = A==*/—w? = +iw,

La solucién general es  C),(t) = A,eMt + Bpe*t = A, eint + B, e wnt

Como ¢}, = —¢, — ¢}, = Afe ™t 4 Bre'wn! expresion que deberfa coincidir con

Cep=A_pe ™t L B_ et ya que

2 2
knz% —>K_n=—%=k_n = Wy = 0lkn| = 0] — kn| = vlkn| = wn

Al exigir que coincidan ¢} = c_,, tenemos, AXe “wrt 4 Brelwnt = A_ e~ nt 4 B, e™nt de donde se
deduce que B =A_, y Ay, =B_,
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Si ahora conjugamos esta expresion, (A_, = BX)* — A* =B, — [n+ —n] - A = B_,, ambas
propiedades son equivalentes. Para A = B_,, — [n <> —n| — B, = A*,

Conclusion:  Cp(t) = Ane't + A* e~ iwnt

De otro modo, como A} = B_,, <> A* = B, = tmbién podemos escribir la tltima expresién como
Cn(t) = B,e™ ™t 4 B* eiwnt

Como tanto A,, como B,, son constantes arbitrarias (proceden de la resolucion de la ecuacion diferencial)

la forma usual que usan los libros de texto es esta segunda y al ser A,, y B,, mudas podemos intercambiar

sus nombres, A <+ By asi,

C.(t) = Ane ™t 4+ A*_nei"""t

Al elegir esta notacion, para n > 0 — k, > 0, como w,, > 0, entonces, para n = 1 obtenemos una onda

que viaja hacia la derecha y aparecera cos(—wt + kx) como debe ser.

Recopilando:

400
oz, t) = ch(t) eFn® con  cp(t) = Ape™t 4 A* etwnt

De la ecuacion general de ondas obtenemos w,, = v |k,|, Relacién de Disper-
sidn, si se impone otra ecuacion distinta de la de ondas (p.e., la ec. de Schrodinger)

todo quede igual y solo cambia la relaciéon de dispersion.

L L2 ,
Siendo ¢, (t) = f/ B(x,t) e Hn® dx

Puede ocurrir que sabido ¢ nos pidan determinar los ¢, o al contrario. Por ejemplo, supongamos que
conocemos que A; = a;e’t, a; >0 A6 € [0,27] y que A,, = 0Vn # 1, calculemos los coeficientes que

quedan distintos de cero en el sumatorio de ¢:

ci1(t) = Aje ™1t  A* et ya que el tnico A, # 0 es el Ay, entonces A*; = 0 y tendremos que
c1 = Aleiiwlt

0 . . ,

Vemos que ocurre con ¢ (t) = A7 e ™1t 4 Ajeint = Ajelent

Solo quedan distintos de cero los coeficientes ¢; y ¢_1, con lo que

d(w,t) = c_q(t)e* 174y (t)etr® = [k, = —k,| =c_je”Filpcietht = Ajeiwitemihit L A emiwnteikit —
— [Al — (11()/’1‘()1.’ 4491« — (I,](?ii(}l} — ale—ieleiwlte—ik‘lt _|_ aleigle—iwlte’iklt —
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i(wlt—klx—é)l) —i(wlt—klx—é)l)
— alei(wlt—k‘lx—él) + ale—i(wlt—klx—el) — 20,1 (& + e _
2

= 2ay cos(wit — kyx — 01) Seleccionamos un A; y aparecen wi, ky con los a1 y 6.

Si lo que hacemos en A; = a1 y A : 3 = aze’ con A, = 0 Vn # 1,3, lo que nos quedaria seria:
d(x,t) = 2a7 cos(wit — kix — 01) + 2as3 cos(wst — ksz — 03) v esta es la forma de construir un campo ¢

en base a los coeficientes A,,.
Volviendo a nuestro caso A; = a;e?t, A,, =0, Vn # 1 hemos visto que ¢(z,t) = 2a; cos(wit — ki — 01)

con c;(t) = Aje= 1t y ¢* | (t) = Ate'1t. La representacion en C es la que aparece en la siguiente figura.

El hecho de que k1 = a1, Vt indica que la amplitud de la onda no varia.
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Apéndice E

Transformada discreta de Fourrier

E.1. Relacién entre A, y c,

En el apéndice anterior vimos la serie de Fourrier:
+oo
o(x,t) = Z cn(t) et periodica en [—L/2, L/2], con ¢, (t) = Ape~™nt 4 A*  eiwnt
n=—oo
2w

Con A,,c, €C y ¢(z,t) € Ry donde k, = T Wn = lknl; kon = —kn; w_p=wy,

1 L2 ‘
Es conveniente notar que ¢,(0) = f/ B(z,0) e~ g
—-L/2

z+ z* 9+

Vz e C: Re{z} = 5 ,alser g € R — Re(p) =¢ = pues ¢* = ¢
1 X : :
Luego podemos escribir ¢ = 3 Z [en(t) ent + ek (t) e nt] (#1)

Por otro lado, ¢ = 3, ca(t)e™* =30 fr vy fo = calt)e™® = (Apemint 4 A%, elont)elhn®
fn = Ane_i(wnt_knm) + A*_nei(wnt—&-knm) Como W_p =Wnp Y k—7n = _kna

f" _ Anefi(wntfknr) + Ainei(w,ntfk,nx) Al ser ¢ _ Zn fm

“+o0
QSZ ZAnefi(wntfknr) + Z A*_nei(w,ntfk,nz) _ [” o 7{[} =

n=—oo

+o0 too
= ¢ — Z Ane—i(wnt—knx) + Z Ainei(w"’t_k"x) (*2)
n=-—oo n=-—oo

Comparando las expresiones (x1) y (¥2) encontramos la relacion entre las A, y las ¢,
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+00 "
(1) = ¢(x,0)= > [C" 0) giknz  l0) ik,

2 2 *
t=0 — ni;ow - An _ Cn(O) y A;’; _ Cn(O)
iknT * _—iknx 2 2
(+2) = ¢(z,0)= > [Ane™" 4 Aje k0]

que son la misma expresion, por lo que

Cuando tengamos un campo ¢(z,0 y queramos saber su evolucion temporal ¢(x,t) lo que hay que hacer

es calcular la serie de Furrier de ¢(z,0) y con los A,, = ¢,,(0)/2 encontrar ¢(x,t). Seguiremos el siguiente

esquema:
1 b2 _
1. Encontrar ¢, (0) cn(0) = 7/ b(z,0) e—ikne g4
LJ_rp
Cn
2. Encontrar A, A, = 0

Ejemplo E.1:

1. Encontrar ¢,(0)

1 (L2 i 1! . 0
cn(0) = Z/L/Q ¢(z,0)e T dr = Z/1 l(cosknx—zsmk,ﬁ )da =
fmpar

1! 1 [sink,a]’ 1. , 2sink
=7 [ eosturan =1 [BFEE] = ik, —sinih) = SR n ko
IV 4 1! 1., 2
cO(O)—Z/_L/qu(a:,ﬂ)(l—zO)dx—Z/_IIdx—Z[x]_l—z
c sin k c 1
2. Encontrar A, A, = ?" = Lknn; o = 50 S

Ahora, con el sw. adecuado se representa ¢.

Hemos tomado L = 20 m, N = 400 términos de la serie, v = 1 m/s la velocidad de

propagacion de la onda en el medio y representamos t € [0, 20] s.
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Los resultados obtenidos los representamos en las siguientes imagenes. El cuadrado inicial
se parte en dos que viajan, inicialmente en el periodo, hacia derecha e izquierda y al salir
del mismo, vuelven a entrar a él desde la derecha e izquierda hacia el centro.

Wn, . . . y Po 0%
v = —— para cualquier onda. Si en vez de imponer la ecuacion de ondas — — v*—= = 0,
[knl ot? Ox?
. . o . ¢ 0% .
la ecuacién que diese la dinamica fuese otra, por ejemplo il R 0 lo que cambiara es la
x

relacion de dispersion y en vez de w, = v|k,| tendriamos, en esta ocasion, w, = \/|k,| por lo
que cambiaria la velocidad de propagacion siendo ahora v = w/|k,| = 1//|kn]|

2
Como k = _7r’ si kT—= A ]— v | y la velocidad con la que se propagaran las ondas en el medio

depende de la longitud de onda. Con el mismo sw. anterior obtendriamos algo similar a lo que

representamos en la siguiente figura.
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E.2. DFT. Transformada discreta de Fourrier

Discreticemos el espacio:

a(x)

d
+ ————————+
-L/2 0 L/2
-— - - - — — L - —-=-==-=-=- >

L N
x /2 = md N = m 5
L — N trozos — d:N = Ty =md —
=L/2 — d= L_L = m= N
e TENT2 T
Luego el indice m variarad desde —N/2 hasta N/2, de uno en uno.
L/2 N/2 I N/2
Por otra parte, / glx)de = A1+ Ay + Ao+ =d Z g(zm) = — Z Im
—L/2 N N
m=—N/2 m=—N/2
L 7 NJ2 ;N2
s — —ikn Tm . —ikyn Tm
Asi, ¢, (0) = ZN Z O(Tp, 0) e~ HinTm = N Z ¢m(0)e »
m=—N/2 m=—N/2
Dond L _ N N_'_1 N 1
onde  Tm =m-o y m= 2’ o ) '
Como k,x —Q—ang—%—mn - k x —%—m(n—&—N)—Qﬂ—mn—i—Zl

. .97 1 . .
Al ser e RN Tm — =R o227 Juego ¢4 v (0) = ¢,(0) , solo hay N valores independientes,

+o0 N/2—1 N/2—1
por ello, Z — Z y tendremos Om = Z [Ane_i(“’”t_k’" em) 4 Aflei(“’"t_k" mm)}
—0 n=—N/2 n=—N/2
27
Valoresde k,, : n = {—%,—%—I—l,--- ,%} = k, = WL - K, = {—n%,—n%—i— %", ,n% — %’T}
DFT
d= %; mmzm%; m = {—%,--- ,%—1.}; kn, = 2%71; n = —%,--- ,%—1.}
N/2—1
1 : cn(0)
— —ikn Tm . _
cn(0) = > ém(0)e o Am(0) = =
n=—N/2
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N/2—1

dm(t) = Z [Ane—i(wnt—kn:cm) + A:;ei(wnt—k:na:m)]

n=—N/2

En los textos suele aparecer que DFT como independiente del tiempo, para ello no hay més que consi-
derar t =0 — w,t = 0 en nuestra expresion.

Ejemplo E.2:

Tomamos N =4 (L= 2) — T ={T_2,2_1,20,21} = {-1,-1/2,0,1/2} =z, =nK/L
kn ={k_o,k_1,ko,k1} = {27, —7, 0,7} kn=n2m/L
De la figura del enunciado ¢y, = {¢p_2,0-1,00,01} / do=1; ¢ =0, m#0 ¢,, = {0,0,1,0}
Célculo de los coeficientes de la DGT:
n=0 —co(0) 2}1(MOM1+MOM1+¢6‘IWI+MOW1) =

1 1
21(0-1+0~1+1-1+0-1)=—

N

1 ) 0 1 1 1
n=1 —)Cl(O)Zz(d)oe_Zkl}()Zng)O:Z'l:Z
1

n=-1 - c_1(0) =cj(0) = (Z) _ %

1

n=-2 —c_2(0) = (qﬁo e—ik—w(O) e

=~ =

Nuestro campo de frecuencias es:

An=cn(0)/2 = Ay =A_ = Ag=4, :i

Lo que esperamos ver (segtn el ejemplo anterior) para la evolucion temporal ¢(t) es algo similar
a:
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- —
—
l |
t=0 >0
Pero lo que se observa es:
t=0 t1
2 t=3

Si tomamos més términos en la serie, por ejemplo, para N =400 — A, = 1/800, si se observa

la oscilacion que esperdbamos:
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Apéndice F

Transformada de Fourrier. Delta

Darac

En apéndices anteriores, de series de Fourrier y de DFT, vimos:

f(z) periodica, de periodo L en [—L/2,L/2]

= ;2mn L/2 ;2mn
f(@) = Z cpe' L Pdx con ¢, = —/ fx)e T dx

n=—oo

Una vez desarrollada la funcion periddica f(z) como serie de Fourrier, la evolucion temporal f(z,t)

viene determinada por los coeficientes ¢, (t).

Mas tarde, la DFT, discretizacion y evolucion temporal, se obtiene con las f,,(t) y las ¢,(t) donde ya

no se habla de infinitos términos sino de una cantidad N finita de términos.

En este apéndice (ademas de tratar la delta de Dirac) omitiremos momenténeamente el tiempo y, median-

te un paso al limite L — oo (f no periodica), obtendremos la transformada de Fourrier, importantisima

en fisica e ingenierias.

F.1. Transformada de Fourrier

de

+o0 L/2
. 27 1
Partimos de la serie de Fourrier, f(z) = E cneEFdr con e = 7 / f(z)e
n—=—oo 7L/2

y hacemos L — oo usando el ejemplo que veiamos en el apendice de las series de Fourrier, después

generalizaremos el resultado que obtengamos.

En el ejemplo en cuestién,
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sin k,, 2mn
Cp =2 ; kp=— =
" k,, " L 1
¢(x,0)
—+oo .
Z 23111 kn e“@nz
n=-—o00 Lkn -L/2 -1 1 L/2

—+oo . +oo .
12 kn 1 kn 2 2
flx) = 7 oM Fn pikne — A E 92 Fn cikne  donde kn, = Thn —» Ak =21

or L 2 kn 27 S kn L L
h—
f( )da = Zf = Az E f(x) alser Ta =d=Azx
L 1 (1% _sink
En el limite L 00 = Ak—0 = Ak=dk: f(x):2— 2 A dk
™ — 00

Ya estamos dispuesto a la generalizacion para cualquier funcién y no solo la funcién escalén del ejemplo.

2
Al ser k, % una correspondencia biunivoca entre las k y n € Z, reetiquetaremos los ¢, como
k

o = 250 (k=2mn/L & n=1{-,-1,0,1,2,---})

Lk

2sink 1 [ .
Le, = s;fn - f(z) = Py / Leg e*®dk llamamos g(k) = Leg, que el caso de la funcion

™ — 00
ink
escalon de nuestro ejemplo valia g(k) = 2812
k
Esta funcién esta bien definida ya que hm Ley, = Lhm QSIZ = [L—-o00 = K=2mm/L—0 =
—o00

ink

2 %in}) su]; = [0/0: L'H] =2-1=2con lo que g(k) es funciéon bien comportada (limite finito en el
—
infinito, lim g(k) =2 < o0 ).
L—o0
L/2 2mn L/2 i
De la definicion de la serie de Fourrier: Le, = / flz)e T ®de = / f(z) e*dz, con la nueva
—L/2 —L/2
L | / /
notacion: LC = g(k) = / f(z)e*®dz Si L — oo = k — 0, puede tomar todos los valores y
-L
+oo ) &
g(k) = / f(z)e*®dz . Recopilando:
— o0

+oo oo
f(x) — g(k) = / f(x)e **de = f(z) = i /_ g(k) e dk

— o0

Que es lo mismo que, conceptualmente hablando, la serie de Fourrier pero ahora f(z) ya no necesita ser

periodica, esta definida en todo R y no solo en [—L/2, L/2].

Para que el factor 2w aparezca en las dos integrales y sea asi méas sencillo de recordar usamos que

2 = V2w 21

T +oo . +oo . ~
g(k) = g [ t@etar 5 o) = o= [ f@)ear = Fey

368
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-~ 1
Hemos llamado f(k) = —=g(k) con lo que finalmente, la transformada de Fourrier es:

V2r

Transformada de Fourrier

“+ oo

f(x)e **dz <« f(z) = % / f(k)e**dk | (F.1)

— 00

F.2. Delta de Dirac

0 x < —0/2
flx)=14 1/o —0/2<z<0/2

0 x>0/2
N 1 0'/2 1 )
fh)=—= [ —edr=
27 —o/2 a

1 /0/2 —ikx d 1 |:€_ikw:|o-/2
—_— e r = —/— —_— =

2ro J o2 V2o | —ik —0/2

1 L [e‘ik“/z _ eika/?} _ 2m |:—e—ika/2 4 giko/2 _ 1 1 sin(ko/2)

2ro —ik \V2rko 21 Vor ko /2

1
_ 1 sin(k 1
Cuando o — 0 = f(k) = lim sin(ko /2" _ 1o que nos lleva a la definicion de la delta de
0—0 /27 /k/U/Q V2

Dirac que, rigurosamente hablando, no es una funcion.

1 o[t
Tomando la transformada de Fourries inversa, f(x) = — / f(k)e™*™ dk, en este caso de la

funcién escalén con el paso al limite o — 0, tenemos:
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1 oo ikx 1 e 1 ikx 1 oo ikx

—c0 21 J—so V2T 27 J_ oo

Delta de Dirac

1 [t
o(x) = — e""* dk (F.2)
27 J_ oo

Otras definiciones de la delta de Dirac son:

+o0 +0/2 +0/2 +0/2
/ h(z)§(x)dx = | o finito | :/ h(;l:)ldx:l/ h(z)de=[o — 0] :lh(())/ dz =

1 1
= —h(0) [a:]fgg = —h(0)o = h(0), en conclusion:

+oo
/ h(x) d(x)dx = h(0) (F.3)

—0o0

Podemos generalizar atn mas esta definicion, para ello usaremos un ejemplo: sea h(z) = cosz y tenemos
que calcular:

+oo +oo
/ coszd(x —2)de= [CV: y=2—-2 — dy=dz] :/ cos(y +2)d(y)dy =

— 00 — 00

= cos(0 + 2) = cos(2), por lo que:

“+oo
/ h(z)d(x — a)dx = h(a) (F.4)

— o0
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Vamos un paso mas con la generalizacion de estas propiedades. Supongamos ahora que h(xz) = cosz y

calculemos:

oo +oo y—a dy
/ coszd(ar +b)dr = [CV : y=axr+b — dy = bdx | :/ cos( 5 )6(y)b=
1700+00 y—a 1 0—a ) -
glw COS( 2 >5(y)dybcos<b> si b>0
) —+00 1 —00 y—a b a
si b<0 — coszd(ar +b)de = — cos d(y)dy = =— =

—0o0 _‘b| 400 b Ja Jb
1 [t y—a 1 0—a
—m/_m cos( 7 )(5(y)dy—b|cos(b >
Cuandoy=0=a+bxr — = —a/b = xp, llamamos z( a aquella x que hace y =0, zog = —a/b, con
esta notacién, podemos escribir
+oo 1
/ h() 8(a+ br)dz = oo ko), w0/ atbe =0 (F.5)
—0o0

Finalmente, nuestra ultima generalizaciéon consiste en ver que ocurre cuando tengamos d(g(z)):

./+“h@gag@»dm: %n/:y:g@»_ﬁ|thﬂﬁ(6vm%.mmgmw)] _ ()

o 0 vbles. nuevas

0 vbles. nuevas 1 Oy , dy , 1
== 2 (1—dim) =Y = _

Como 0 vbles. antiguas  J B (1= dim) a9 (@) = |’ ()]

()= [ Wa™ @) 8 11y = [ 1™ ) i by = |t o) | =
g’ ()] 9" (@)1 29 /=0

1 o . _
= h(zop) 7o)l si existen varios zg que hacen y = g(x¢) = 0, escribiremos
g \To

+o0 To
[ Th@oee)de= 3 D0 a/g@) =0 (50

—o0 g’ (z0)|

Lo

Veamos un ejemplo de esto dltimo,
+oo

h(z) =e* — / ed(l—a2*)dz= [1-2>=00z==1; y=1-2>>y =-22] =
—o0

1 1

et N el 1/e Le N
] =2(-1)] |—2(1)] 2 2 2 e
N———

Tro=— :E():l
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Apéndice G

Funcional

El tema del funcional se cita en las secciones 8.1.1 y 29.2, por lo que la reproducimos aqui. Se trata
del video “19 - Curso TEORIA CUANTICA de CAMPOS [Funcionales|” de Javier Garcia

https://www.youtube.com/c/JavierGarcial10/playlists

G.1. Conceptos previos

G.1.1. Polinomios de Taylor

Distintas formas de escribir el polinomio de Taylor:

F(a) = Fwo) + f(xo)(x — 20) + o " (wo) (& — w0)? + -
Aproximacién a primer grado:
f(z) = f(zo) + f'(20)(z — 20)
Llamando a=x—xz9 — f(zo+a)= f(zo)+ f'(z0)a
En general, f(z+a)~ f(z)+ f'(z)a
Si a=Az —  flz+Az)= f(z)+ f'(z)Ax

SiAz=dr — fz+dx)~ f(z)+ f(x)dz

Para funciones de dos variables, f(z + dx,y + dy) = f(z,y) + %61’ + géy
Y
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Ejemplo
fay) =2y - F0L32) =23+ L feer W fsy— w2l 42| sraomy] sy
0 (2,3) dy (2,3) (2,3) (2,3) (2,3)
2.3243%.0.0142-2-3-0.2=20.49; el verdadero valor es f(2.01,3.2) == 20.5824
Para funciones de varias variables, para lo que sera un campo ¢(ct, z,y, z), tendremos:
o¢ o¢ 0¢ ¢
ct+dct,x + dx,y + oy, z + dz) = ¢(ct,x,y,z) + =—d(ct) + =—dx + —dy + — 0z
o( y+ oy ) = olct,y,2) + 52 0(ct) + o 2000 T 2,
Usando notacién relativista, ct =2% z =2, y =22, 2=2% 2°2',2%2 2% = 2, podemos escribir
: 0
¢(x + 0x) = p(x) + 0002° + O10x’ + 0262° + D30a” = ¢+ Y Oha® (a,,, = 5 )
)
k=0

Usando el convenio para la sumacion de Einstein de que cuando aparecen indices repetidos (una arriba
y otro abajo se suman) y sabiendo que si los indices son letras latinas, i, j, k, -+ valen 1,2,3 y si son
letras griegas u, v, - valen 0, 1,2, 3, podemos escribir el polinomio de Taylor de primer grado en
4-dim y notacidén relativista como:

$(z +62) = $(z) + Dt (G.1)

G.1.2. Variacion de la derivada

Derivada:  f(x) = lim w

Variacion:  0x = Zfinal — Tinicial » la variacion es un operador lineal: d(ax + fy)adz + Sy, por lo
que conmuta con el limite:

Variacion de la derivada:  §(f'(z)) = 6 (}llli% f(JC‘Fh)—f(l")> = lim Ofw+h) = of(x) = d(/) =

h h—0 h dzx
(6f(x))" : Derivada de la variacion.
Es decir: 6(f') = (6f)" Variacién y derivada conmutan
Ejemplo

fx) =2 — f(z)=22x — 6(f'(2) =6(122) =2y — 2x; = 2(x5 — x;) = 20x

fl@z)=2* = 6f(x) =2} —27 — (6f(x)) =22y —2z; = 2(z5 — x;) = 20
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G.1.3. Funcién de funciones

Sea L(¢,¢’) y queremos hacer una aproximacion por Taylor de L

oL oL
ox + —dy, ahora,
T Y

Como L(z + dz,y + dy) ~ L(z,y) + 9z )

L L
L(6+ 56,8 +68) ~ L(d, &) + 2L+ 37)/

96 8¢/

Llamando, dL = L(¢ + 6¢, ¢’ + §¢') — L(¢, ¢'), tenemos que:

oL 56 + oL
o¢ ¢’

6L

Q

69’ Variacién aproximada de L(¢, ¢’)

Ejemplo

L(¢,¢)=¢" + ¢ - ¢
Si =1 = L= (2?)?+2z 2> =2"+ 223
Si ¢ =sine — L =sin’x+ coszsinz

SL=(26+¢) 66 + (¢) 3¢

G.2. Funcional

El funcional es un concepto importantisimo en fisica teoérica, en particular en teoria de la relatividad

general y en teoria cuantica de campos.!

Un funcional es un objeto matematico que actta sobre funciones y proporciona nimeros. En fisica, el

funcional usual es la accion:  S[f(x)] = / L(f(z), f(z)) dz a,b puntos fijos

a

Ejemplo

Vamos a construir un funcional que determine la longitud de una curva entre dos puntos a y b.

1Seccién basada en el video de Javier Garcia “;Qué es un funcional y por qué son importantes en fisica teérica?
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dz? 4 dy? dr2

2 4.2 2 2 _
ds®* =dz” +dy” — ds* = e

N\ 2 2\ 2 b
<db> + <$> d\ = / L d\  Este sera el funcional que medira la longitud de la curva.

b b
S:/ ds:/

dx dy
A es el parametro de la curva.  Parametrizacion: Curva x(\), y(X\)
dx .
x = Rcos A — = —Rsin A
Circunferencia parametrizada: — ¢ f\
y= Rsin d—i:RcoS)\

L=+/(-=Rsin\)2 + (Rcos \)2 = Ry/sin? A + cos2 A = R

27

Longitud circunferencia:  s[z(\),y(A\)] = / RdX = 27R
Jo

G.2.1. Derivada de un funcional

La derivada de una funcién consiste en estudiar co-
mo varia la funcion cuando variamos un poco la va-
riable, entonces, la derivada de un funcional® con-
sistird en estudiar como varia el funcional cuando
variamos un poco la funcion: f(z) — f(z)+h(z),
pero, importante h(b) = h(a) =0 * pues ay b
son fijos en nuestro funcional, todas las funciones
deben pasar por estos puntos: f(a) = (f+ h)(a) =
f(a) + h(a) = h(a) =0, y lo mismo para h(b) =0

fl@) = f(z)+ h(z) o) () 2 ol & oL N oL o
) - )+ W) = L{f(@)+9(2), ['(@)+9' (@)~ L(f (@), 9(@)) = 7750/ (0)+ 550/ (@)
b b
stiernl-sls @) = [ (Gare + gocsor @) do= [ (5w + 2007 ) do -
* oL oL _, [ oL POL A
= e h(z) do + ’ 78]”(1:)6]( (x) dz = ) h(z) dz + e dx(sf( ) do =

2Consular el apéndice II de mis apuntes sobre los “Grupos de Lie” basados, también, en el video curso de Javier Garcia
del mismo nombre: https://www.youtube.com/playlist?list=PLAnA8FVrBISDTFTMP8kXbDnRJHQKqfjaw
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b b

L L d

= / 6?() h(z) dz + / 0 —h(z) dz = (Integramos por partes la segunda integral)
a x a

Método de integracion por partes { d

b
8L
= dm—l—a/

. Of(x) /h d (8f/( )) =
- ab a?f) @) dx‘/a O (3f’( ) dm:/ab o i (o) | e -

:/ab o (5o )] o ax (ss%/ab -t (5] o

08
Sf
S oL d( oL > Derivadafuncional
= - — | — erivada funciona
6f(z)  Of(x)  dz \8f'(=)

(Para qué sirve la derivada de un funcional? Al igual que las derivadas, para aquella funcion f(z) tal

08 . . . . .
que haga que W = 0 nos proporcionara un punto estacionario (M.m,I), encontraremos la funcion

que minimiza el funcional.

Ejemplo
b ‘
Supongamos S[f(z)] = / [f(z9 4 (f'(x))?] dz

Ja

Entonces, L = f(x9+ (f'(x))?, por lo que
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oL . 08

3 (@) =1 Asi, W =1-2f"(x)
oL , d (0L N\ _ g,

e =20~ 5 (apt) =27

58 ,

e =0 = 1-2f"(2)=0 — f= i{l}Q + Az + B a(0,0); b(1,1) — f(z) = %ll + %1

1
Tomemos otra funcion, similar a la anterior y que también pase pora y b — g(z) = ~z*+ 1m+0.01(sin(207rm) cos(Tmx),

4
los niimeros 20 y 7 ajustan que g(x) pase por a y b. Si ahora calculamos la accién para ambas funciones, obte-

nemos:
‘ 1,3 1 3 o :
s[f(z)] = / [11 + iaﬂr (§£+ zl)] dz = 1.4792; slg(x)] = 1.5900 > s[f(x)] : f(x) minimiza la accién.
Jo
Incluso si probamos con una tercera funciéon h(z) = z, que pasa por a y b, se obtiene una acciéon mayor:

1

1 2 5
s[h] :/ (z +1%)da = % | = g =1.50000 > s[f]
0 0

G.3. Variacién de un funcional
Como la integral es una suma, también ocurre que la variaciéon y la integracién conmutan: & / = / o

b b
S[f] = f:L(ff’) dr — 05 = / L dxz = (Derivada e integral conmutan) = / 0L dx =

b b b
L L L L
= (Variacion de L) = /a <g—f§f + g—f,(Sf') dz = ) g—féfdx + ) g—f,5f’dx =
* oL boL’
= (Derivada y variacién conmutan) = —6fdx + —— dz = (Partes segunda integral) =
Derivad iaci af ofd af d P da i 1
u= Bﬁ%x) = du= g (Bfa'l(/x)) dx b HL oL . |° ®q /oL
= = —dfdx + of| — — 6fdx =
d af af’ dz \ af’
dv = ah(x) dz — v = h(z) a o Ja dz \Of
oL _,|"
= |: af 6f| =0; yaque ay bson puntos fijos: df =0y of =0, por lo que :| =
a r=a rz=b

bToL d [OL
-/ [W - a(a—wﬂ of dv = 08

broL d /0L oo )
6S = / _— - — Of dx Variacion de un funcional
o LOf dx \9f’
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Actualizacién de féormulas para un campo 4-dim en el espacio tiempo: ¢(ct,z,y, z) = ¢(x)

L(¢7 80¢a al(ba 32¢7 83¢) = L((ba a,u¢)

cdtderdydz = d*z, elemento de volumen en espacio-tiempo 4-dim.

. oL oL oL oL oL
05 = / dhoL ‘/ @ [3¢6¢+ 3609) D) T 55,501 T 5,0 020) ¥ 5,4y 0(09)

En forma compacta, usando el convenio de suma de Einstein,

0L = 8—L 0p +
8¢ 6(8,@)

0(0u9) Variacion aproximada de L(¢,0,¢) en el espacio-tiempo 4-dim

® 1oL oL 4 L : . .
6S = / — — O, 6p d°x Variacion del funcional en el espacio-tiempo 4-dim
a 6¢ 8(8#¢)

N
5¢p  0¢ 9(0,9)

> Derivada funcional en el espacio-tiempo 4-dim

(1=0,1,2,3)

;Cual es la utilidad de todo esto? El PRINCIPIO DE MINIMA ACCION (o de accion esta-
cionaria):

“De todos aquellos campos que pueden describir la realidad, los que son plausibles son aquellos

cuya derivada funcional es nula, = 0, los que minimizan la accion S[¢(z)]”

3¢

Ejemplo G.1:

L= %3}@5)#(15 - 9= /d4ac %(%QS@“(;& Encuentra ¢ real.

Como =0 y 9;,=-0",i=1,2,3

(80074 0,01 4020+ 850%) = (9000 — 0h1 ~ 0o~ 0s05) = [ (00)2~ (O0)2 = (32)2 = (35)2];  de 9
0

235 [ () +o (e 2 (o) - (s ) -

- ‘% [00(2000) — 91(2016) — 32(202) — 35(2030)] = 0 = Do(0$)—01(916) —02(026) —05(Ds6) = 0
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Es decir, 03¢ — 0?¢ — 93¢ — 05¢ = 0, que es una ecuaciéon de onda en 4-dim. Hemos obtenido la

ecuacion de onda a partir de la accion.
De nuevo, como 9y =0° y 9;=-0", i=1,2,3

La ecuaciéon de onda 4-dim en notacién relativista: 9,09 = 0

G.4. Ejercicio propuesto

Dada S[é(z)] = / diz % (0,0"¢ — m*¢?)

1
a) Demostral que L = 3 (00" —m?¢?) es invariante ante la transformacion de coordenadas:
2’ 2 3 _ .3

xolzvmo—vﬁxl; ml/:—vﬁmo—i—ﬁxl; ¢ =z x° =x

con B=v/cyy= 1/@ (Lorentz x-boost)

b) Calcular la derivada funcional g—i

A D=5 (00w = 5 [(009) — (919 — (26)° — (059)? — m??]

N |

’ !’ ’ !’ 2
o6 01 9¢ 9xY 9 92  0¢ 923 o o 2
2 — — [ _ (= =
> (%d)" = (azo’ 0x0 + ozxl 920 + 02" 90 + ox3" 920 —\ 9z v ozt (=76) +0+0
= (v00 ¢ — 7BO1 )2
/ 7 ’ ! 2
o (@)= [ 22 02" 09 02V 09 x¥  0p 0z LIPS B >
YO =\ 920 928 T 92V 9xt " 022 9zt | 92% xt | \9x0 * T gpr 7 -
= (—BOy ¢ + 01 )?
’ !’ / !’ 2
b (020)% = 0¢ 0x° + 0¢ Oz’ + 8¢ 0z* + 00 0x" ) _ 0+0+ 99 140 2—(8 $)?
2 T\ ozY 9x2  OzV 9x2  9x2 9x2 93 Ox2 B ox? %
’ !’ ’ ol 2
b (03¢) = 0¢ 0z + 0¢ Ox’ + 8¢ 0z* + 00 0a" ) _ 0+0+0+ 0¢ 1 2—(8 $)?
3 S\ 9zY 923 OxV 9x3 9z 9x3  Ox3 OB - oz’ -\
1
L= 3 (Y00 ¢ — ¥BOv 0)* + (—yBOy & + Y01 $)? + (02 9)* + (93 ¢)?] =
= 5 [0 + 126200 9)° — 2228008TOTD) — 15O 8)? — 2 (P 6 + 2EHOHTIE) — (9 6)? — (O 6)? — mP? | =
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= % M1(30,¢)2 _M1(81’¢)2 — (D) + (93 0)% — m2¢2] _
= % [(30'925)2 — (01 9)* — (02 9)* — (939) — m2¢2] = %L {aulal‘,d) — m2¢2}

. . ’ . . .,
L tiene la misma forma con x* que con x* , luego es invariante frente a la transformacion de coordenadas
dada (Boost-x Lorentz).

— b % = %‘3“ (agqu)) =5 1% (53w) + (50) + (55) * (5300 | =

= —% m22¢ — [80 (; 280¢> + 0 (; 2(—81¢)> + 0o (; 2(—62¢)) + 03 (; 2(—83(;5)) ] =

=-m¢® — [0 — 0ip — D3¢ — D30] = —m*¢* — 9,0"¢
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Apéndice H

Diagonalizacién de matrices

Una de las aplicaciones de la diagonalizaciéon de matrices es la diagonalizacion de formas cuadrdticas, en
fisica es frecuente encontrarse con expresiones cuadraticas como @ = 2% — 8x1z2 — 573, en que aparecen
términos cruzados, x1s, lo que dificulta mucho el célculo. Veremos que mediante un adecuado cambio de
base (cambio de variable), que denotaremos por una matriz M, al diagonalizarla se consigue escribir la
forma cuadratica anterior en la nueva base de modo que no aparezcan productos cruzados, Q = 3y3 —7y3.
Piénsese, por ejemplo, en la integracion de estas formas cuadréticas (f dzy [dag (23 — 8z120 — 530%))
y en lo sencillo que resulta hacerlo sin formas cruzadas, ([ dy [ dyz (3y7 — 7y3)) (o en despejar una
variable en funcion de las otra/s, despejar x1 o despejar y1, por ejemplo.). Este es el motivo por el que
veremos la diagonalizacion de matrices.

H.1. Disgonalizacién de matrices

Sea A una matriz cuadrada de orden n

Sean {¥,Us, - ,U,}, n vectores de R™
Decimos que ¥; es valor propio de la matriz A con valor propio asociado A\; e Rsi Av; = \; U;
La ecuacion A¥; = A; ¥; puede escribirse como A¥; — \; ¥; = 0, matricialmente, (A — NI )9; =0

que no es mas que un sistema lineal de ecuaciones (SEL) homogéneo. Para que admita soluciones distintas
a la trivial es necesario que det(A — A;I) = 0 . Ecuacién que nos permitira determinar los valores

propios \; y, para cada uno de ellos, encontrar los vectores propios #; asociados.

Dado un valor propio \; y su vector propio asociado ¥; de una matriz cuadrada A, entonces, el vector

kv;, Yk € R también es vector propio de la matriz A con valor propio \;

Veamoslo: por ser o; propio de A si 3\, / Av; = \i0;.  A(kU;) = k AT; = k \0; = \; (kv;), por lo que
kU; es vector propio de A con valor propio A; a.
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Dado un valor propio ¥;, existe una familia infinita de valores propios kv;, Vk € R (El SEL homogé-
neo, con la condicion det(A — AI) = 0 da lugar a un sistema compatible indeterminado, con infinitas

soluciones). En fisica tomaremos como wvalores propios los vectores normalizados, de médulo unidad.

Veamos un ejemplo:

1 -4 1
det(A—)J)z‘( A r>—)\<O ?)‘:det
-4 -5

=5 -A+BA+AN2-16=X24+4\—21=0 — A\ =3; Ay = —7 Valores propios.

1 -4
Sea A = ( A 5) . Encontrar los valores y los vectores propios de la matriz A-.

1—-A —4
-4 —=5—-A

Cada valor propio llevaréa asociado su vector propio:
> — Aﬁl = /\1’[71
. Z1 1 —4 Z1 Z1 zZ1 — 422 32’1
Si v = =3 — =
Z92 —4 =5 Z9 Z9 —421 — 52’2 32’2

-2z —4 0
SR [ Que n o es més que un SEL homogéneo:
—421 — 82’2 0

7221 - 422 =0
— Ambas ecuaciones son la misma: 21 + 2z = 0. Tomando z9 = —1 — 2z =2
7421 - 822 =0

2

El vector v; = < |

) , de médulo /22 + (—1)2 = /5.

1 2
Tomando el como valor propio el vector normalizado, A1 =3 & U= ﬁ < )

R 21 1 —4 21 21 21 — 429 —T72
Si vy = =7 — = —
zZ9 —4 75 Z9 Z9 7421 - 522 7722

821 —4 0
SERC Que no es mas que un SEL homogéneo:
—42’1 -+ 222 0
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*221 — 422 =0
— Ambas ecuaciones son la misma: 2z; — 229 =0 tomando z; =11 — 25 =2

—421 — 822 =0
1
2

Sl

1 - : . ~
El vector Uy = <2> , de modulo V12 4+ 22 = /5. Normalizado, Ao = —7 & Uy =

Encontrados, si los tiene, los n-vectores propios, normalizado, de la matriz cuadrada de orden n, A, los
podemos disponer en forma de matriz fila de n vectores columna (1 xn). A dicha matriz de vectores pro-

pios la llamaremos matiz de cambio de base, M = I I Up
(nx1) (nX1) (nx1)

Puesto que atn normalizado un vector atin nos queda una posibilidad de elegir su signo, tanto valdria ¥j;

(nXxXn)

como ¥; (estando normalizados) para ser vector propio, en fisica vamos a exigir, ademas, que det M > 0.

Continuemos con nuestro ejemplo y calculemos la matriz M de vectores propios asociada a la matriz A.

(25 VB 12 o1\ R _
M = <_1/\/g 2/\/g> = \/§<—1 2) . Se cumple, ademas, que det M = (1/4/5)? (4—(=1)) =1>0

Teorema de algebra: Si una matriz cuadrada A es simétrica, es decir, A = AT, entonces la matriz

A es diagonalizable: existe la matriz diagonal D = MT AM |, siendo D la matriz diagonal formada
por los valores propios de A y M la matriz de sus vectores propios (o matriz de cambio de base):
M oo 0
0 - A\

Dos vectores propios de una matriz simética, por tanto diagonalizable A, son ortogonales: ¥; + v; = 0

Veamoslo: Sean #; y ¥; dos vectores propios distintos de la matriz A, sus valores propios asociados seran
i, Ai, con \; #= \;. Caculemos el producto \; U; - U; v tengamos en cuenta que el producto escalar se
» \js J J

puede escribir en forma matricial como @; - ¥; = v v;

A= AT

AT - Ty = (NT;) - 0 = (A) - U = (A7) "oy = (PQ)T = QT PT

T AT, _ T _ T _
v Aty = v Av; = v; (Avj) =

vl (A\jvg) = T - (A7) = A0 - 7

Hemos obtenido )\7,771 . ?73' = )\J’Ul . ’Uj — )\2771 . ’Uj — )\3772 . ’(7j =0 — ()\ -\ ) ’Uj =0 = ”UZJ_U] O
£
0
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Se puede demostrar que para toda matriz ortogonal (matriz de rotacion) se cumple que M~ = MT

Si una matriz es ortogonal, MM7T =T
Veamoslo, Al ser M ortogonal, MT = M~!, entonces, MMT = MM~ =1 O

Con esto, de la expresion D = MT AM, premultiplicando toda la ecuacion por M y postmultiplicando

por M~ y sabiendo que M es ortogonal, tenemos:

MD)M~' = M(MTAM)M~' = MM~*AMM~*=TAT = A, porloque A= MDMT

Continuando con nuestro ejemplo, comprobar que M es ortogonal, que lo son los vectores propios que
la forman, que det(M) = 1, comprobar también que D = MTAM = diag()\;) y que A= MDM7T

v

o (2 1)
det(f\fff) = det [\/5 <_1 2)] —
oy L (2 1 1 -4y 12 1) 1
D=M AM_\@<1 2)(4 5)\/5<1 2>_5

=
D:( 10 ’ v )zdiag{)\l,)\g}

1 (2 1 0
> A=MDMT = — s
vil=1 2/\o -7

v

H.2. Diagonalizacion de formas cuadraticas

n
Gt Qs
Se llama forma cuadratica a toda espresion de la forma: Q = Z aix? + Z (z]z;ﬂ)xixj

i=1 i#j
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aix 0 aip\ [ T1
Matricialmente, Q = xT Ax = (301 To - $n>

ap1 - Gpn Ty

Por ejemplo, la expresion Q = ax?+bry+cx? se puede escribir matricialmente como (x y) (

[NIIS -

d e
a 5 ]2c T
_ 2 2 2 _ d
Para Q = az® + by + cz +dmy+emz+fyz-(x Y z) s b 3 T2
e [
3 3 C T3
En general, si Q = allx% + a22x§ + CL33.’£% + et a,mx% + +aisx1T9 + a13z123 + -+, matricialmente,
ain ai2/2 aiz/2 - 1
(L12/2 a22 DY DRI DY x2
Q:(Il T :173 .. mn) a13/2 e a33 N :L-3
T
Vemos que en todas las expresiones, A es una matriz simétrica, A = AT, luego es ortogonalmete

diagonalizable, M ~' = MT. Buscamos sus valores propios \; y sus valores propios ¥; y tendremos:

D=M"'AM + A=MDMT, r=MY <+ y=MTz

Con M la matriz de vectores propios como columnas y D la matriz diagonal de valores propios.

Al hacer el cambio de variable x = My, la forma cuadratica se puede escribir, en las nuevas variables,

Ccomao:

Q= zT Az =MY)TAMy) =y"MTAMY =y"(MT"AM)y= y" Dy

Expresion que al ser D matriz diagonal proporciona una forma cuadrdtica sin productos cruzados, se

dice que se ha diagonalizado la forma cuadrdtica.

AN - 0
T . . hn 5 5
0 -+ A - Un
n
Q = Z Ai yf , forma cuadratica diagonalizada (sin productos cruzados).
i=1

Ejemplo: diagonalizar la expresion: x2 — 8z 2o — 53
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Llamenos Q = 2% — 8z1x9 — 523 .

1 -4\ [z
Matricialmente: @Q = (;1:1 ;1;2> R
—4 =5/ \xs

8 —4
Es decir, @Q = 2'Ax, conz= (:17—1 :7,'2) y A= < 4 r> = AT
—4 -5

Las matrices de vectores propios M y de valores propios D de nuestra matriz A han sido calculadas en
1 3 0
D p—
0 -7

. . 2 1
ejemplos anteriores: M = —
Luego, nestra forma cuadratica con las nuevas variables y1, yo digonalizada sera: @ = 3;1/% — 7,7/5.

Val-1 2

Comprobémoslo de todos modos.

3 0)\/( : ‘ ‘
Q=2TAX =y"Dy = <y1 yz) ) = <3y1 77y2) Ml =32-72 O
0 =7 \% Y2

2 1\ ) 1 [ 2y1+ye
-1 2/ \y2 V5 \ —y1 + 2y»

I 2 T
Otra comprobaciéon més, como x = My — x = < ) =
X9

S‘ —
ot

~ 2y1t Yo

r =
' V5

Y1+ 290

To =
2 75

. . 2y1 + 2 ’ 2y1 + Y2 —y1 + 2y —y1 + 2y» ?
Q = 22 — 8ryxs — b = ( —8 - & - B L _
ST R o NG NG /5 NG

Ay 4 dyiye +y3 — 8(—2u7 + 3yiye + 2y3) — 5(yf — dyiye +4y3) | 15y — 35y3

) )

=3yf—Ty; O

Teorema de los ejes principales

Si Apwn /AT =A = IM /2= My : Q=2"AX = y"Dy forma cuadratica
diagonalizada, con M = (v;) vy D = diag \;, siendo ; Is vectores propios de A
con valores propios de A respectivos ;.
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Ejemplo H.1:

Diagonalizar 5z3 — 4175 + 523

Encontar en cambio de variables que elimine el producto cruzado de la elipse 527 —4x125+523 =
48 y determina la direccion de los ejes principales (posicion standard de la elipse)

—2
Q = 52? — 4w w9 + 523 — (a:l ac2> < g ) <x1> - Q=2TAx

-2 5 T2
S N A =3
det(A— M) =0 | =(5-M\2-4=0 55— =42 = {
-2 5-=A Ao =17
M=3-2A7=30 — ¥ L (1 A =T A7=T0 — U L
= vV = ov v = —= = v = (v Vo = ——
! RV 2 ERVoAN

M:L -l cambio variable: e :L L -1 (o
V2\1 1 T2 V2\1 1 Y2

Con este cambio  — Q = A\y? + \ay2 = 3y; + Ty?

Hemos demostrado que 52 —4x11o+5x3 = 48 = 3y? +Ty2, la elipse, escrita en las nuevas variables, no
tendré productos cruzados. Geométricamente significa que estara, respecto a los nueves ejes, en posicion

standard (no girada). Ver grafica adjunta.

5x3 = 3yi + Ty* =48

Q=48 — 5% —dx79 + 523 = 48

Elipse girada 45° respecto de ejes x1 , z2, aparecen

producros cruzados x1Zs.

Q=48 — 3y? +Ty: =48

pales

Elipse centrada (posiciéon standard) respecto de los
ejes principales (valores propios) yi, yo, girados

respecto de los ejes inciales x1, zo 45°.

H.3. Ejercicio resuelto
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Diagonalizar: —6¢3 — 6¢3 — 603 — V2p162 — V2p23

Llamamos Q = —6¢? — 603 — 602 — v/2¢109 — /2h203

-6 —V2/2 0 ®1
Matricialmente, Q:¢TA¢:(¢1 s ¢3) V22 -6 22| | ¢

0 —V2/2 —6 o3
-6 —2/2 0
A=|-V2/2 -6 —V2/2

0 —/2/2 -6

6+X V2/2 0 A =5
det(A—N)=1|v2/2 6+X V2/2/=6+AN)N\*+12A+35)=0 = ¢ Xy = —6
0 V2/2 6+ A3 =—T7
—6 —V2/2 0 1 (3
> )\1 = -5 — A'l_)'l = —5'[71 — —\/5/2 —6 —\/5/2 ’(/JQ = -5 ’ng
0 —V2/2 -6 V3 V3

Y1+ (V2/2)12 =0 B

(VE/2)r + s+ (VE/2)s =0  tomando gp=1 - { z ) :g Z
(V3/2)2 + s =0 T

—V/2/2 : 0 . —/2/2 —1/2
n=| 1 = =y /3+1+5=V2 = B=—| 1 |=|V2/2
—V2/2 —V2/2 —1/2

-6 —V2/2 0 Y1 U1
b A2 =—6 — Ath=—6th — | —v2/2 -6  —v2/2 ||| =-6]

0 —V2/2 -6 Y3 V3
(V2/2)s ~0 o
(V2/2)%2 + (V2/2)d2 =0 {wiw »
(V2/2)2 =0 U

-6 —V2/2 0 (1 (1
> A3 =-—-7 — A’l_)'g = —7'[75 — —\/5/2 —6 —\/5/2 ’(/JQ =7 wg
0 —V2/2 -6 Y3 3
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— (V2/2)¢2 =0 B
—(V2/2)1 + 2 — (V2/2)¢3 =0 — tomando ¢p=1 — Zl :\\/fzz
~(V2/2)2 + 3 —0 T
V2/2 : . V2/2 1/2
53: 1 — ‘173|: §+1* \f = '1)3—% 1 = \/5/2
v2/2 V2/2 1/2

P . Lo L L
Es facil comprobar que los tres vectores propios son mutuamente ortogonales, v vy = Uy-v3 = U3-v7 = 0

La matriz de los valores propios, matriz del cambio de base, es:

—-1/2 —v2/2 1/2 L[ -2 1
M = [v2/2 0 Vv2/2| = 3 vV2 0 V2
—-1/2 V2/2  1/2 -1 V2 1

También es facil comprobar que |[M| > 0

1 V2
1 1 1 B - 1= —§¢1 5 2+ ¢3
El cambio de base es | ¢2 | = B V20 V2| |e2| — Bo = gdjl T glp
3 -1 V2 1) \us IRV
$3=—5¥1+ 5 %2+ 3 ws

Con este cambio de base (se puede comprobar) desaparecen los productos cruzados de @ siendo los
coeficientes de %, ¥3 y 13 los valores propios A\; = —5, Ao = —6 y A3 = —7, es decir,

Q = —6¢7 — 603 — 693 — V20102 — V2¢2ps = —5¢] — 61p3 — Tep3

H.4. Otra aplicacién de la diagonalizacién de matrices: potencias

de matrices

Potencias de matrices diagonalizables (cadenas de Markov)

Si A es diagonalizable — A= MDM?T = MDM~* (M~! = MT) y entonces,

A% = AA = (MDM~Y)(MDM-Y) = MD(M-M)DM~* = MDIDM~! = MDDM~! —
MD?M?T . Es sencillo comprobar que A® = MD3MT vy, por induccién demostrar que:

Si A diagonalizable = A" = M D" M7T

Siendo sencillisimo calcular D", pues D™ = (diag()\;))" = diag(A?)
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Apéndice 1

Integrales gaussianas

Aunque no suelen aparecer en mecénica tedrica si suelen hacerlo con frecuencia en teorfa cuantica de

campos.

I.1. Previos

& =rcosf r=+y/z?+y?
« y
y =rsind 0 = atan =
x
o(e.y) oxr 0Oy
. . x,y a9, 9.
M :J = = r r
atriz jacobiana: J <8(r, D) ) dr By
00 90
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0 —rsing
cos rsmbl 2 (—rsin? ) = r(cos? 0 +sin’ ) = r

sinf rcos6 sinf rcos@

g (COSH —rsm@) S det(J) =

Se llama jacobiano al valor absoluto del determinante de la matriz jacobiana:

jacobiano = |r| =r (r es el radio de la circunferencia, » > 0)
9 9 x =rcosf

de [ dy (2" +y7) = .
y=rsind

4 4 4 2 2\2
:/d@/drrﬁ:/de/drr?’:/dei:Q/dazimczwatanLc
11 1 1 o

jacobiano = r] = /d@/dr 1 [(rcosf)? + (rsinf)?] =

I.2. Integral gaussiana

+oo —+o0
-_— 27 2 , . ., Py
No tiene solucién analitica, pero hay un truco: / dx / dye™® 7Y  si tiene solucion analitica.

— 00 — 00

“+oo +oo 5 5 “+o0 “+oo 5 5
/ dx/ dye ™ 7Y :/ dx/ dye ™ -e7¥ =
—00 —o0 —00 —00
2

+oo 9 +o0 5 +o0 9
:/ deze™™ / dye™ = (/ dzez> = (IG)?

+oo +o0o _
/ da:/ dyeﬂ”z*yz _ lxrc?sf)
oo oo y=rsinf
2T 2 0 1 2
1\ 1,0 _ A IR
e ()l [ w(s) e e e

Luego, (IG? =7 — IG=+/7

1 2m 00 2
jacobiano = r| = 77/ dG/ dr(—=2)re™" =
2Jo 0

Veamos una variaciéon de la integral gaussiana:

+oo 2 _ 2 — +o0 +oo
/ e qp— | TV TV @ var =y :/ 6*y2d7y — L/ e Vidy = \/?
oo Vadz = dy oo Va a J_ o a
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+oo 2
/ e % dax = ,/2 (1.2)
—oo a

Otra variacioén maés:

—+oo
. . —ax? Q . .
Si consideramos / e dr = f(a) = \/j y derivamos toda la expresion respecto de a,
a

— 00

teniendo en cuenta que para integrales convergentes con limites de integracion constantes las operaciones

de derivacion e integracién conmutan , tendremos:

T N

o0

+o0 1
— / e—ae’ (—2?)dz = —= Vra ?? = VT

1.3. Valor promedio

2mm . Llamamos valor promedio de una cantidad H a la expresion:

—+oo _2m2
/ dz He 2
< HBH>= == L4
—+oo _gmz ( )
/ dze 2

—Oo0

1.3.1. Ejercicios propuestos

Calcula <z >y <22 >

+oo
De la ecuacion 1.2, /

—00

2 ™ . .
e " dx = \/j, particularizando para a — a/2 tenemos:
a

+oo 2
—(a/2)z> ™ ™ . . .
e de = ,/— = — , expresion que nos serviré para todos los denominadores de
_ a

oo
los calculos a efectuar.
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1.3. Valor promedio

“+oo _g$2
/ derze 2
> Promedio de z : < g >=== a
“+o0 2
/ dre 2
— 00

La funcion que aparece en el integrando del numerador es una funcion impar:

flx)==ze

x

a
2

2

a
- T
= —Xre 2

—f(x) :

impar.

La integral de una funcién impar en un intervalo simétrico respecto del cero valo 0, por lo que:

Como consecuencia, podemos afirmar que el valor promedio de cualquier funcién impar también sera

cero:
< g2t 5 — o (1.6)
+o00o _ng
/ dza’e 2
> > Promedio de 22 : < g2 >=1==
+oo _5352
/ dre 2

El denominador lo hemos calculado al principio del ejercicio y, de la misma forma, para el numerador

aprovechamos el calculo de la ecuacién 1.3 /

— 00

“+o00 5
—ax

e z?de = sin mas que cambiar a — a/2

T
2a3/2"
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. 2(af2)2 a3

“+oo
/ o—(a/2a? 24, — VT v2r

3/2 1

Luego < 22 > = a2 _ L
27 a
a

1
<z >= - (L.7)

e

1
Comprueba que <z > = - (2n—1)(2n —3)(2n —5)---5-3-1

Vamos a, usando el mismo truco de derivar el integral gaussiana respecto del parametros a, encontrar

<zt >

d2 +oo o, d +oo o, +oo o
e” " do = — —2%e % dx = zte™ " dz = (=)

2
da? J_ da J_ e

= 2 () = () = v = -

a a?

+oo
2 37T . .
Tenemos / zte™% dz = ——— | haciendo el cambio a — a/2
a

— 00

/+Oox4e(a/2)m2 dx: 37T _ 3\/ 27T
— 0 4(&/2)5/2 a5/2

Como para el célculo del valor promedio todos los denominadores, como hemos visto al principio del

Lo 27
ejercicio, son —, tendremos:
a

5/2 3

<at>= 4 = —
2 a
a

Intentemos generalizar este resultado:

dn qn [t +00
(e—az2) —_ (_$2)ne—azz _ (_1)nx2ne—ar2 N 7/ e—azz dz = (_l)n / xQne—azz dz

dam

DO =
/|\
DN
|
—_
~_
S
DN
|
]
N~
/|\
|
|
—~
3
|
—_
SN—
S~
—_
g|
[N
|
3
I

o )i



Ignacio Vallés Oriola 1.3. Valor promedio

1
135 2n—1| —-5-n T [(—1\" 1
= I C 2 =, /= 1-3-5-----(2n—1
\/77[( ) 595 5 ]a ( ) 3-5 (2n —1)

Igualando los resultados obtenidos en los dos calculos anteriores (b):

—+o00 R n
171%/ e dr = \/?(713”@) 1-3-5----. (2n —1)
o a a

Haciendo el cambio de siempre, a — a/2,

oo 1\ 2m 1
/ g/ g — [T (2 )\ q.3.5..... (2n—1) = —ﬂ-—1~3-5---~~(2n—1)
oo a/2 \2(a/2) a am”

Por ultimo, al dividir esta integral por la que aparece en el denominador de todos los valores promedio,

2r 1
\/751'3'5““'(271—1) 1.3.5..... (2n —1)

< 2 > = =
21 an

a

<z >= 2 (L8)
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Apéndice J

. Qué es un tensor

Apuntes basados en el video de Javier Garcia, ‘‘AULA 141 - DIRECTO: ?7Qué es un TENSOR?”’
https://www.youtube.com/channel /UCYOvOHWOFwKOIY2dUQIZSpg

)

“Un tensor es una extension del concepto de vector, no de matriz”.

“No se puede ir por la vida sin saber lo que es un tensor”

Javier Garcia.

J.1. Notacién tensorial y convenio de Einstein

Los escalares son entes matematicos que tienen O-indices, los vectores tienen 1-indice, los tensores tendran

varios indices.

Comencemos con un vector A expresado en dos bases B = {¢),é2} y B’ = {€1/,&x}. Al y A? seran las

’ ’ , 12 .
componentes de X en By A" y A? seran las componentes de A en B’ , es decir,

En B : X = Alg; +A2é'2; En B : X = Allé'y +A2/é°2/
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Ignacio Vallés Oriola J.1. Notacién tensorial y convenio de Einstein

Como, evidentemente, estamos hablando del mismo tensor:

A = Ale, + A%, = AVe, + A% &

Esta relacion la ha de cumplir cualquier cosa que se quiera considerar vector o tensor, llevado a sus

ultimas consecuencias podria incluso servir como definicion de tensor.

En lo sucesivo, superindices representaran componentes y subindices vectores, con lo que nos ahorrare-

mos las flechitas.

Para cambiar de base, la relaciéon entre componentes ha de ser lineal, por ello ha de existir una matriz
M, con det M # 0, para que la relacion de cambio sea biunivoca, de modo que para componentes y

vectores se cumpla:

’ = M
A2 A2 €eqr €92

Demostracion. Veamos que si M es la matriz de cambio de base que pasa de B a B’ para las compo-
nentes, para los vectores la matriz de cambio de base ha de ser (M _1)T.

Al _ At AY
A161 + A2€2 = (61 62) A2 = (61 62) Mt M 42 = (61/ 82/) AQ,
Al AV
Si esto es cierto, ocurrird que AenB: (e1 e2) 2 = (e1r ear) 42 A en B

(Hemos multiplicado en medio de la ecuacion matricial anterior por I = M ~1M) La parte roja forma
parte de la definicién del cambio de base de las componentes, veamos que el cambio de base para los

vectores es como dice la parte azul de la ecuacién anterior.

Hemos de demostrar que (e ex) = (e1 e2)M 1. Recordemos, para ello, que la transposicion de

ey e
matrices no conmuta sino que (XY)T =YTXT, por lo que: U = (M_l)T ! O
€g/ €2
Hasta ahora tenemos que:
AY Al err T [er
a2 =M e y = (M)
€2/ €2

. T . . .
Vamos a ver lo que ocurre con las componentes de las matrices M y (M ~1)" e introduciremos la notacion

tensorial standard y en convenio de Einstein (‘en una expresion, subindices repetidos se suman’).
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J. (JQUE ES UN TENSOR Ignacio Vallés Oriola

N MY MY AVN (Mg (A
M? M2 A2 M M2 )\ a2

Los indices de arriba, ‘superindices’, indican filas y los indices de abajo, ‘subindices’ indican columnas.

La matriz M = ( M ;/ ) pasa de componentes antiguas A¥ a componentes nuevas A Trabaja sobre

objetos con superindice, con el indice arriba, (componentes del vector).

Por analogia:

(AU o Mll/ M12/ €1
€9/ N le/ M22/ €9

Donde en (M *1)T hemos cambiado las primas de superindices a subindices y hemos traspuesto (cam-

biado filas por columnas) :
M My Ml M] r (ML ME
M= L 2 o M-l 1 2/ - (MHr = 1 1
<M12 M2 ) ME M2 A = a2

()40

Multiplicando:
AY = MV AT+ M3 A2 er = Mber + MZes
AY = M A + MZ A2 eon = Mbey + MZe,

Usando el convenio de Einstein -indices repetidos se suman-:

./ ./ . .
A = M; Al €;r = Mf,ej

M da el cambio de base de las componentes antiguas A? a las nuevas A ; (M _1)T da el cambio de base

de los vectores antiguos e; a los nuevos e;.
Con esta notacion (tensorial) aumenta muchisimo la potencia de calculo.

Veamos una propiedad importante, como M ~! M = I, tendremos, que cada elemento de este producto

se obtendra como suma de los productos de la fila-i de M ~! por la columna-j de M (recordar que los

subindices son las filas y los superindices las columnas de la matriz): M]’/ MZ? = 55? =1 ]k
o k 5 0 sij#k
M; M, = 63. donde 47 = es la llamada delta de Kronecker.
1 sij=k

Veamos la potencia de la notacién tensorial:
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-/ -/ ) .
At ey = M; AJMz-’?ek = (los nmeros conmutan, las matrices no) =
R ) )
= AJMJ? Mi]‘fek = Ajéfek = Ale;

y, en una sola linea, tenemos demostrado el motivo de todo lo que estamos haciendo: todo vector, aunque

se exprese de distintas formas en distintas bases, siempre es el mismo vector.

J.2. Producto Escalar

Propiedades del producto escalar X . ?

Linealidad por la izquierda (aZ . +b§) C=dd.C + bE - C
Linealidad por la derecha A (bB + 68) —vA. B + cA-B
Conmutatividad, PE es Simétrico Z - ? = § . Z

Llamaremos métrica a los productos escalares de los vectores de la base: |e;-e; = gij

Expresion del producto escalar en forma matricial:
Z . ﬁ = (Alel + A2€2) . (Blel + 3262) = AlBlel -e1 + AlB2€1 - eg + A23162 -e1 + A23262 c ey =

= A'Blgy; + A'B2g15 + A2B'gy; + A%2B2gy,, matricialmente coincide con

7.5 = (e ) (20 0) (2)

De forma mas compacta, X . B =AT g B

Las componentes de vectores se escriben como matrices columna, A” sera matriz fila.

¢ Qué se puede hacer con el producto escalar? — medir la longitud de un vector: HZH =4V 2 . 2

0 sit#j
En cartesianas (BON 1), gij = 0ij = 1i# J7
1 sii=j
X ( 1 ’ Y A 1)2 2)2 ; . .
H H = Al A ) 0 1 @2 = (A1)2 4 (A2)2 (Expresion s6lo valida en una BON de un

espacio plano. Se trata, en realidad, del teorema de Pitagoras.)

IBON: base orto-normal
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J.3. Base Dual

Resumen.
Nota para matemdticos:

Los matemdticos definen el espacio vectorial dual V* como funciones lineales que transforman vectores
de V en escalares. No hay necesidad de definir un producto escalar. Pero en los casos en los que si se ha
definido un producto escalar en V, se genera de forma natural un isomorfismo entre V* y V inducido

por la métrica.

Este isomorfismo permite una reformulacion en la que los vectores duales “conviven” con los vectores en

el mismo espacio V.
Resumen.

— Los espacios vectoriales que aparecen en Relatividad General estan dotados de una métrica, asi que

en lo que sigue adoptaremos este punto de vista.

En Mecdnica Cudntica, los vectores del espacio dual se puede representar como vectores fila conjugados

y el producto escalar tiene como métrica la identidad.

BenV : {ej,es}. A partir de ella, construimos una nueva base de vectores en Vx, completamente

distinta a esta, que llamaremos base dual, {¢!,e?}, de modo que:

[3 _ 1
e'e; =90
) el = ae; + bey L.
—— ¢ Coémo podemos calcular estos vectores?: 9 ; a,d,c,d incognitas
e” = ce1 + des

1
Imponiendo la condicién, 1=ecle; = (eH)T ge; =(ab) g <0> — (%)
. 1 0
Evidentemente, e; = (0) = ley + Oes; ey = <1> = 0e1 + leo

Como (1,0) (é) =1— (x): (ab) g=(10) (*«), trasponiendo:

1
Tenemos que g7 (Z) = <0>,

pero, al ser el producto escalar conmutativo (simétrico), la métrica también lo es:

g = g% (x*x), por lo que
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Ignacio Vallés Oriola J.3. Base Dual
a\ (1
T\) = o)
L 1 1 a a a 4 (1
Premultiplicando ahora por g™ : ¢~ ¢ =1 = =g
b b b 0
. a 4 (1 1 , )
Es decir, b =g 0 = e ,yaque €' e;=0;

Llamando g% a los elementos de la inversa de la métrica [g = (¢;;); ¢~ = (¢"/)], tenemos

a\y 911 912 1 _ 911 =gl p=g2l
b) N2 g2) \0) (2 — a=g7 b=yg

de donde, e! =ae; + bey = glle; + g*ley

1 12

Al ser tanto g como g~! simétricas, se cumple que g¢?' = g'2,

entonces e! = g'le; + g'%es, por el convenio de Einstein, e! = gljej y, analogamente, e? = gzjej.

De forma compacta,

et = gzg e;

—— ;Cuales seran las componentes duales, A;, para que el vector sea invariante?
I ’ o/ I
Z = Ale; + A%y = Al ey + A% e = Aje! + Aye?
Vamos a hacerlo usando que €' = g¢* e; y la notacion tensorial.

Ajet = Ajge; = Alej, esto el lo que queremos que ocurra. Para ello, como el producto de ntmeros

conmuta, A7 = gilA;

Como g% son los elementos de g~!, premultiplicando por g, gx; A7 = gi;¢* A; Para multiplicar matrices,

ha de haber un indice abajo y otro, repetido, arriba. El grado libre de arriba da como resultado un vector.

kgt = g9t = 1 — Ji = grjAT = Ay |

Resumen: et = g¥ e; o A; = gij AJ

iEl famoso subir y bajar de indices!

Demostremos que, al ser el producto escalar conmutativo, X . § = B . X , entonces la métrica es

simétrica, g7 =g
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X : ﬁ = AT ¢ B; § : X =BT¢A — AT g B= B" g A. El traspuesto de un ntimero es él

mismo:

AT g B= (AT gB)T = (AT (¢B))" = (¢B)" (AT)T = BT g" A que, por la comuntatividad de PE es

igual a BT g A, por lo que, necesariamente, g = g7 O
Cuando las componentes de un vector tienen los indices arriba, super-indices, se les llama compo-

nentes CONTRAVARIANTES, A%, cuando tienen las componentes abajo, sub-indices, se les llama
componentes COVARIANTES, A;.

J.3.1. ;Coémo se transforma la métrica ante un cambio de base?

Exigiremos que el producto escalar de dos vectores dé el mismo resultado independientemente de la base
en que estén expresados ambos vectores, lo cual es obvio, la longitud de un vector ha de ser independiente
de la base en que éste se exprese.

Lo haremos con notacién tensorial:

hacemos el cambio de base:

= g, M AT M B =

; . . . . L . . 4! ..
(M jo es la matriz inversa del cambio de base, las primas estan abajo, cambian de nuevo, A7 , a viejo,

A"). En esta expresion lo que aparece son nimeros, conmutan, podemos reordenarlos.)

=| M}, M}, gij | AV BY =

para que coincida con Z . § en la nueva base, esta expresion ha de ser igual a

= [aw] 47 B

por lo que: g = M;, ]\/.I',g,gij7 o, renombrando los indices (mudos j’ y k’),
gy = M}, M}, gij

iEsto es un ejemplo de lo que va a ser un tensor!

J.4. Ejemplo numeérico

5 =2
Sea {e1,e2} una base de un espacio vectorial V' y sea g;; = g gz} la métrica en
g21 922 -2 38

este espacio (es simétrica y con determinante no nulo).
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Tomemos un vector A — 4e; + 2e,, sus componentes son Al =4; A% = 2.

—— Vamos a hacer un cambio a otra base {e;/,ea }, de modo que la matriz de este cambio de base

sea:

M_Mll’M;’_13
C\MEF M) \s 7

superindices=filas; subindices=columnas. Las primas estan arriba (superindices), por ello M pasa de
vectores viejos (sin primas, ej) a vectores nuevos (con primas e;), M es la matriz que cambia de la base

vieja, {e1,e2}, a la nueva, {ey/, ex }.
7

5
1 3 - - Ml/ M2,
Calculos matriciales: M = - (M —1)T = 38 81 - 11 12
5 7 ML M2

8 8
14 7'] flV - - . o - . . . N - - - . . N - -
(M~1)", por ser inversa, las primas van abajo; por ser traspuesta, hemos cambiado filas por columnas.

La relacion entre las dos bases seré:

7 n 5
ey .7 (e €1y = —g€1 T g€2
ez €2 €y = €] — €
—— Veamos cuales son las componentes del vector Z en la nueva base.

AV Al 1 3\ (4 10
<A2,> =M <A2> = (5 7) <2> = (34) . Luego, Z = 4dey + 26 = 10eys + 34eo

—— Calculo de la base dual:

1 2 1
g11 g12 5 =2 g gt g'? 5 -9 I —
gij = ( ) = (_2 8) - glj = ( 21 22 = -2 8 = % ]58
g21  Gg22 g g - =
18 36
matriz dual de la métrica que, evidentemente, también es simétrica.
Recordando la definiciéon de espacio dual:
el = glie; = glle; + g'%es = —e1 + i@g . 2 = g¥e; = g?le; + g%y = iel + e,
J 9 18 27 J 18 36

Podemos, al contrario que los matematicos y por-
que nuestro espacio tiene una métrica, representar
los vectores y sus duales en el mismo plano. Si no

2

tuviéramos métrica, e! y e? serian funciones mul-

tilineales y ‘vivirfan’ en otro espacio, V*.
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——— Vamos a comprobar que se cumple la condicién de la base dual: e?

) =1, OK!

mst=as@roa= (3 8) (5 Y
O=0=c-ea=(c") ges= (3 118><—52 _82
mman=ersa=(4 2)(5
=== a5 o) (52 5

it

J0)-

()
) o

0K!

0K!

—— Ahora, vamos a calcular las componentes duales del vector Z :

Ay = g1 AT = g1 Al + g1 A% =

=5A' —242=5.4-2-2=16

Ag = QQjAj = go1 Al + g90 A% =

=241 4+ 84% =

Matricialmete:

Ay _ g11
A 921

—2.4+8-

2=8

'Ej:(Sj

Luego, Z = 16e! + 8e?

(8- )69

i

—— Comprobemos que, efectivamente, lo encontrado describe el mismo vector X

1 1 5
= = — — |
A — 166! + 8e2 16( 1+ 1ges )+8(1861+36 > der + 25, OK!

(A; = gi; A7)

—— Cambio de base de la métrica, matricialmente: (ya no estamos en la base dual, estamos ante un

cambio de base de vectores ‘normales’, de {e1, ea} a {e1, ea}).

9 1 3
i = ; M=
Jij (—2 8) (5 7

(no demostrado)

) — girjr = <

40

T
1 3

5 7

7

585

i,
64

—189

i
64
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Si en vez de matricialmente lo hacemos componente a componente aplicaremos la formula g/, = M, M ]7, gij,

(esto si lo vimos.)

5 =2 ML M} -3

i = ; M1 = v 2 = 3 8 las primas en M estan abajo: es M !

94 (-2 8 ) (Ml% M2 IS ! )
8

Calculemos elemento a elemento.

g = M}, M{ g1 + M ME 1o + M2 M gor + MEM? goy =

-1 <—;) 5+ (-2)3(-2)+ 2 (_;) (9420 -

gior = Mll/MQI/gll + Mll/MQQ/912 + M12/M21/921 + M12/M22/922 =

(D (D Bemi (-2

585 —189
Haciendo los dos célculos que faltan y completando, obtenemos, g;;» = fi%g 8%
64 64

Resultado que, como era de esperar, coincide con el encontrado matricialmete.

—— El producto escalar es invariante bajo cambios de base.

Como tiene que ser, el producto escalar de un vec- § = —3e1 + 5es
tor por si mismo mide la longitud del vector y ello

no puede depender de la base en que éste se expre-

se.

Veamoslo con un ejemplo:

X =4e; + 2e9

A B =7 g (B) = (4 2) <_52 _82> (;3> = (16 s) <_53> =8

10
0J0: A -B=4(-3)+206)=-12+10= -2 ¢ g = (0 1)

Averiguamos las componentes de Z y § en {ey/, ey} usando la matriz de cambio M

13\ (4 10) < 1 3\ (-3 12
_ A = 106y + ey - B = 12ey + 20ex

Calculamos el producto escalar con la nueva métrica, matricialmente:
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584
A-B =47 g (B) = (10 34)| G

64

()

189
OK!
64

;También serad invariante el producto escalar en la base dual?

B\ (g1 912 (B’
B? g21  g22 B?

Z ‘ B - (A(’O“)T 9" (Beow) = (16

&l bl =

Super — OK!

i Ya estamos preparados para entender qué es un tensor!

J.5. Definiciéon de tensor

A partir de como cambia la métrica bajo un cambio de base, definimos un “tensor” como una ‘entidad’

con indices que transforma de la misma manera: g, ;o = M, M7, g;;

iEsto es un tensor!

— % J
nljl = Mi' MJ' 111"7

Intentemos profundizar un poco mas. ;Hay otras formas de llegar a porqué se define un tensor asi?

Entre ellas esté la de los matemaéticos, con vectores y formas multilineales, pero nosotros tomaremos la

que define a los tensores como ‘vectores’ de un espacio vectorial de mayor dimension.

Todas las definiciones son equivalentes y el tomar una u otra es cuestion de gustos.

Vamos a inventar una operacioén, el “producto tensorial” o producto directo, Z ® ﬁ, que viene a ser

como una especie de ‘producto cartesiano’.

Producto cartesiano: A = {1,2,3}; B ={a,b} — A x B={(1,a);(1,0);(2,a);(2,b);(3,a);(3,b)}

El producto tensorial X ® § tiene las siguientes propiedades:
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(AZ)@?:AX@? Z®(§+8):X®§+Z®8
Ao0B) = A0 B A«B # Ba A
(A+B)oC=4AwC + BaC (A2 B)- (CeD)=(A-T)B-D)

Si V es el conjunto de vectores de nuestro espacio, resulta que podemos construir un nuevo espacio
vectorial, de mayor dimension, llamado ‘producto temsorial’ de espacios vectoriales V ® V. (en

nuestro ejemplo, R? ® R?)

2

El nuevo espacio vectorial tendra dimensién n?, siendo n la dimensién de V' (en nuestro ejemplo, 22 = 4).

Los matematicos lo definen como V ® V* , pero como a los fisicos nos interesan los espacios en los que

se ha definido una meétrica, lo podemos hacer asi V ® V.

Las bases naturales de este nuevo espacio vectorial seré cualquiera de las siguientes:

{e' ®ej}; {e;®el}; {ei®ej}; {e' ® e}

Llamaremos tensor al ‘vector’ formado por cualquier combinacion lineal de los vectores de una cualquiera

de sus bases:

2

T:T11e1®e1+T12e1®e +T21e2®e1+T22e2®ez

T;; son las componentes del tensor 7 en la base {e'®el} , escrito en corto: T = Ty e el

Lo mismo que habiamos exigido a los vectores se lo exigiremos ahora a los tensores.

iResulta que estos objetos transforman como queremos! Vamos a demostrarlo usando la potentisima

notacion tensorial:

(+)
T = Tijet el = Tjj(Mye'e”) @ (Mel'el) = M M) Tije” @ ¢l = Tyjet @ e’

Para que esto sea asi (), es necesario que Tyjr = M} M;,Tij m]

Cambia como la métrica. (M z)’,, como las ‘primas’ estan abajo, son las matrices inversas.)

(Pero qué es un tensor?: T =T;e' ® e/ . Pues un tensor es un ‘vector’ de los de toda la vida pero

en un espacio de n? dimensiones.

Y, ;donde viven estos seres?: En todo momento estamos hablando de un espacio vectorial V,
cartesiano, de un plano tangente a una superficie cualquiera. V ® V', si V es de dimensiéon 2 como en

nuestro ejemplo, serd de 22 = 4 dimensiones, los tensores tendran 4 dimensiones (en nuestro ejemplo).
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J.6. Ejemplo de tensor

T =B,e2®¢3 - Bye* @e? — Bye1 ® e +Bye3 e+ Bel @ e? — Be? @e!

By, By, B, son escalares. dim(V) = 3; dim(V ® V) = 32 = 9. Ahora, los tensores serdn ‘vectores’
de 9 dimensiones. En este ejemplo, de las 9 posibles componentes, algunas son cero y solo nos quedan

estas 6.

Sabemos que esto es un tensor porque esta escrito como combinacién lineal de los vectores de una base

del producto tensorial, e! ® e7.

Muchos libros llaman tensor a las componentes 7Tj;;, obviando los vectores de la base tensorial e* ® ¢/,
lo cual conduce a confusion pues induce a creer que todo lo que tenga dos o més indices es un tensor y
no es asi, por ejemplo, los simbolos de Christoffel, '}, no nos tensores, pues no se transforman como

tales ante un cambio de base.

En este tensor del ejemplo, almacenamos codificada la informacion de la componente en la direcciéon n
que siente una particula cargada, con carga unidad, que viaja a una determinada velocidad ¢ bajo la

influencia de un campo magnético 5 = Bze; + Byea + B.es.

Lo tnico que tenemos que hacer para extraer esa informacion es ‘contraer’ el tensor con los vectores

(no duales) ya que e’ -e; = d}
Por ejemplo, si nos preguntamos que fuerza notara una particula que viaje por el eje x positivo, ¥ = vey

en su componente segun la direccion del eje ositivo, i = ey, lo que hay que hacer es ‘contraer’ 7 con
) b

el producto tensorial de 7 ® v

T (h®7) =T @el) - (A7) = Ty(e - a)(e - ) = Tij(et - e2)(e? - ver) = vTy(el - e2)(ef - e1) =
’UT”({)—%5{ = UTQl = —’UBZ

? =U X § U = veq; ﬁ = Bye1 + Byes + B.es — F, = —vDB,

Sale mas a cuenta hacerlo asi, con calculo vectorial y no tensorial, pero se trata de un ejemplo.
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El uso de tensores para codificar la informacion asegura que, en cualquier sistema de referencia, la fisica

es la misma para todos los observadores (Relatividad General).

La manera rapida en que se realizan estos calculos en los libros de texto es la siguiente:

h=es—=nl=0 n=1n=0 T=veg 2>ovl=0v, v2=0,03=0 — Tijnivj:TganUlz

—vB,

J.7. Extension del concepto de tensor a toda la variedad

Variedad = ‘superficie general’

Tomamos un trozo de la variedad en la que tra-
zamos rectas (para cada valor de 2’) y parabolas

(para cada valor de z'):

y=x+z'
y=—a>+y

Con esto conseguimos como definir unas nuevas
coordenadas de modo que el punto (1,2) es aquel

enquer =ley =2.
Asi, las nuevas coordenadas son:

/ —

r=—-x+y
y =a’+y

Ahora, calculamos la ‘matriz jacobiana’ de esta transformacion.

oxr'  Ox'
or oy | _ (-1 1
gy oy | — (2:0 1)
dr 0Oy

v la ‘matriz jacobiana’ de la transformacion inversa,

Ox Oz A

or' oy B or Oy B 1 -1 1
Oy oy | — 8721/ iy/ 2241 \22 1
oxr' oy dr 0Oy

iVemos que podemos interpretar estas jacobianas como la matriz M de cambio de base!
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or'  Ox' Oor Ox
i dr Oy i _ | o Oy
Mi=1ay oy M=oy oy
Or Oy oz’ Oy
Escojamos un punto, p.e.: Ambos vectores son tangentes a estas curvas de ni-

vel.

(z,y) = (L,1) = («,y) = (0,2)

Construyamos los vectores de la nueva base en ese

punto:
k 1 2 1 2
€1/ :Ml/ek :M1161+M1/€2 = _§61+§e2
k 1 2 1 1
ey = Msiep, = My er + Mies = —34 + 3¢

e1 es tangente a las lineas y', (cuando y' = 2), se
mueve en la direccién de cambio de x’ pero no en

la de cambio de ¢/, lo cual tiene sentido.

Lo mismo ocurre para ey pero al revés, va en la
direcciéon de cambio de las i’ pero no cambian las

7', es tangente a ellas.

Todo parece tener sentido, ya podemos montar tensores en cada punto de nuestra variedad con estas

matrices de cambio jacobianas.

Ahora ya no estamos en un plano vectorial (naranja, en imégenes anteriores), sino en un trozo de

variedad, de superficie (por eso aparece azul en las imagenes ahora).

Cada sistema de coordenadas tendra su base asociada: a partir de una transformaciéon de coordenadas,

construimos las matrices jacobianas que proporcionaran las bases coordenadas.

Para cambiar de coordenadas, lo que hay que hacer es calcular las matrices jacobianas y con ellas calcular

las componentes de cualquier tensor en el punto que queramos.

i _ | Ox Oy
M=oy oy
oxr Oy

J.7.1. jEsta métrica corresponde a un espacio curvo?

ox

Yy’
dy

ay'

Pero, ;jesto es valido para espacios curvos?, jcomo se hace?, jtiene relacion con la métrica?.

Imaginemos que en una regién pequena bidimensional de nuestra variedad, que atn no sabemos si es

plana o curvada, alguien nos pinta unas lineas en el suelo.
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Nos dicen, que los vectores de la base coordenada son {e1, e} y que, pro ejemplo, la métrica es:

C[1+42* Axy
g = dxy 1+ 4y?

La meétrica depende de z e y, esto nos indica que estamos en un trozo de superficie (variedad) y no en

un plano vectorial tangente V' (por eso lo pintamos de azul).

En cada punto habra una base {ej,es} asociada a esa coordenadas que definird un plano vectorial
tangente en cada punto.

Visto de lejos, nuestro pedacito de variedad es de la siguiente forma, se trata de un. paraboloide, estamos

en un espacio curvo.

Veamos como se ha obtenido la métrica. Vamos a parametrizar nuestra superficie (necesitaremos dos
parametros, x e y. Las coordenadas cartesianas de R? seran X, Y y Z, obviamente, ex-ex = 1; ex-ey =
0, etc.

Parametrizaciéon: X =x; Y =y; Z =22+ y? y calculemos los vectores tangentes a la superficie,
cuyos productos escalares nos darén la métrica:

_dX oy dz o dX oy dz
€1 = dz £5'¢ dxeY dxez—fix rez ;. €2 = dy €x der dZBZ—EY yez

Los productos escalares son: e;-e; =1+42%; es-ea=14+4y% e -ex=ey e =4ay

1+422 4
Por lo que la métrica es g:< A vy )

dxy 1+ 4y?
Luego, realmente, nuestro espacio es curvo, estamos trabajando en un paraboloide.

414



J. LQUE ES UN TENSOR Ignacio Vallés Oriola

Dada una métrica, lo que determina la curvatura del espacio es el tensor de Riemann.
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