GRUPOS DE LIE (Apuntes de los video-cursos de Javier Garcia) goo.gl/AM75Jd Pagina 1 de 90

GRUPOS DE LIE.

Caodificacion de colores:
Resaltar resultados: azul
Célculos aclaratorios: rojo
Recordatorio férmulas: verde

Apuntes basados el los video-cursos de Javier Garcia

https://www.youtube.com/channel/UCYOvO9HwWOFwKO0IY2dUQIZSpg

Javier Garcia
30.202 suscriptores

Grupos de Lie

Grupos de Lie - Capitulo 1 « 37:55
Grupos de Lie - Capitulo 2 + 58:36

VER LISTA DE REPRODUCCION COMPLETA (17 VIDEOS)

Podemos interpretar el conjunto
de campos asociados a cada
vector en el espacio tangente a la
identidad como el algebra de Lie
de nuestro grupo de Lie

(Sophus Lie, 1842-1899 Noruega)
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GRUPOS DE LIE.

INTRODUCCION GRUPOS DE LIE (1/2).

NTRODUCCION GRUPOS DE LIE (2/2).

EL GRUPO DE LORENTZ.

EL GRUPO SO (3) , GENERADORES.

Rotacién de un vector X entorno a un eje 72 un cierto angulo « (Férmula de RODRIGUE'S).
Las constantes de estructura del grupo SO (3) coinciden con las componentes del tensor de Levi-Civita.
El grupo SO (N).

El grupo SU(2).

El grupo SU(3).

"ENTENDIENDO EL SPIN SIN MORIR EN EL INTENTO (1/3)".

"ENTENDIENDO EL SPIN SIN MORIR EN EL INTENTO (2/3)".

"ENTENDIENDO EL SPIN SIN MORIR EN EL INTENTO (3/3)".

“CALCULO DEL SPIN”

“JUGANDO CON EL SPIN (1/2)" (Parte 2/2 atin no grabada)

“EL GRUPO DE POINCARE 1/3”.

“EL GRUPO DE POINCARE 2/3".

“EL GRUPO DE POINCARE 3/3”.

El curso “Grupos de Lie atin no se da por acabado

DICE I: VALORES Y VECTORES PROPIOS.

DICE II: EL LAGRANGIANO.

DICE Ill: TEOREMA DE NOETHER.

DICE IV: OPERADOR MOMENTO EN QM.

DICE V: INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL.
DICE VI: COORDENADAS ESFERICAS.
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VIDEO 1/17. INTRODUCCION GRUPOS DE LIE (1/2).

Un Grupo, (G,+0) es un conjunto G y una ley de composicién internao ( Vg, 8, € G:  g,08, € G), que cumple las siguientes
propiedades:

a) ASOCIATIVA: (glogz) 083= §10(8,083)
b) IDENTIDAD (Neutro): 31 € G / gol =log =g, Vg € G
¢) INVERSO (Simétrico): Vg € G 3lg™' € G/ gog ' =g log =1

Si ademas se cumple la propiedad CONMUTATIVA, 8108, = 8,08, se dice que el Grupo es Conmutativo o Abeliano, pero no es

una propiedad necesaria para que (G,0) sea un grupo.

Empecemos con un ejemplo: nuestra mision va a ser caracterizar una ROTACION en el plano R2. Lo haremos de dos maneras: 1)
método trigonométrico y 2) método de la transformacion que deja invariable cierta magnitud.

1) Mét trigonomeétrico:

v
Consideramos rotaciones entorno al origen (esto no supone ninguna perdida de yp----= ’
generalidad, si lo hiciésemos respecto a cualquier otro punto obtendriamos el mismo |-- -7 : * ,
resultado que buscamos). Tratamos ROTACIONES PASIVAS, es decir, es el sistema de y x g : Y X
referencia (el observador) el que rota, no el punto. Esta es la forma usual de tratar las X
rotaciones en fisica: un observador S ve el punto P con coordenadas x e y, otro observador o ! X

S, rotado un angulo a respecto de S observa P con coordenadas x’e y'.

> _ (x’y)s _ (x/’y/)y N {x’ =r- cosﬂ_) {x

y =r-sinp y

r-cos(a+p)
r-sin(a+p)

Recordando las férmulas trigonométricas:
sin(a + p) =sinacosp + cosasinf; cos(a + ) =cosacosp —sinasinf

Tenemos:
X =rcosacosf —rsinasinf} = x'cosa —y'sina

y =rsinacosf +rcosasinfp = x'sina +y'cosp
Que matricialmente se puede escribir como:
(x) _ (cosa —sina> x
y sina cosa y'

Para pasar ahora de S a S’ necesitamos la matriz inversa, ya que, algebraicamente: v¢ = R - v — Vg = R7L. Vg,
( R_le = R_IRVS/ =Ivg = vy ) siempre que exista R, es decir, siempre que |R| # 0. En nuestro caso,

|R| = cos2a + sin*a =1 # 0, lo que asegura que existe R~

Un resultado importante de momento es que nuestra matriz R es tal que: |R | =1
-1 1 T
Calculemos R™" = ——Ad(R")
R
RT — < cosa sina) _)Adll =+cosa; Adp=—(-sina)
—sina cosa Adyy =—sina; Ady =+cosa

cosa Ssina

Por lo que: R = ( .
—sina cosa

) = RT. Otroimportante resultado, nuestra matriz R ha de cumplir que: R~! = RT
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Por otra parte, como: R"! =RTyR-R~'=I—- R-RT =1

Hagamos un cambio de notacion: para pasar de S’ a S llamaremos R(a) a la matriz de rotacion y no R7'o RT, asi tendremos:

x"\ _(cosa sina X\ X\ X
)= . . ; en general, ] =R(a)-
y —sina cosa y X Xy

o x| R;; Ry, X Ry1x; + Rypx,
Para dos dimensiones: = . =

X5 Ry Ry) \*2 Ry + Ry x

N
o
x1—2j=1R1j'xj

X5 = ZN R,.-x. / ul
Y generalizando: *2 =172 T — X; = Z Rij ‘X = Rij “X;
. P

N
/ .
X, = Ej (Ruj e %

Donde, en la ultima expresion, hemos usado el convenio del sumatorio de Einstein: “cuando hay dos indices repetidos, se suman
para todos los valores posibles”.

SINTETIZEMOS: RR' =1; |R| =1; x=R;x

ij7j

Veamos ahora si esto es un GRUPO: G = {R /RRT =1A |R| = 1}.

Alser Ra)y a € [0,27], tenemos un conjunto INFINITO y CONTINUO ( para un & pequefio, R(a + €) ~ R(a), aestosele
llama VARIEDAD). Veamos que este conjunto (infinito y continuo) cumple las propiedades para ser un grupo (GRUPO de LIE):
a) se cumple la asociativa: (R(a)R(a;))R(a3) = R(a;)(R(a,)R(a3)) , puesto que el producto de matrices cumple la

propiedad asociativa.
1 0

b) Existe elemento neutro: I = (0 |

) =R(0)e G: R(a) =IR(a) = R(a), al ser I el neutro para el producto de

matrices.
c) Existeninversos: VR () 3 !R'l(a) : RTIR =RR ' =1, puesto que |R| =1 # 0, lo que asegura que exista la

matriz inversa.

Luego G = {Rzﬂ /RRT =1A ‘R| =1 } forma un grupo infinito y continuo (Grupo de Lie) que se llama SO (2) o grupo

uniparamétrico (depende de un solo parametro a). La “O” es porgque es ORTOGONAL ( R RT =1, esta propiedad la cumplen

todas las matrices de cambio de base ortogonales) y “S” es por SPECIAL ( |R ‘ =1)
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VIDEO 2/17 INTRODUCCION GRUPOS DE LIE (2/2).

2) Método de la transformacion que deja invariable una magnitud.

g X1 X X1 . ]
Queremos hacer una rotacion en R2: - =R . No sabemos que vale R, no sabemos trigonometria.
X / X

2 X2 2

Nos preguntamos: ;qué es lo que deja invariable una rotacion?. Obviamente, la distancia entre el centro de rotacion y el punto

girado.

Matematicamente queremos que: \/x12 + x22 = \/x’% + x’% - xl2 + x22 = x’% + x’% = s2. Esta sera nuestra magnitud

invariable bajo rotacion, 52,

A partir de esta informacion, ¢,seremos capaces de averiguar las propiedades que tendra R?. La respuesta es si:
<x/1> _ <R11 R12> <x1> _ [ Ruxi + Ripxy
.x/z R21 R22 'x2 R21x1 + R22.XZ
2 __ 2 2 _ R R 2 R R 2_ .2 2
$7= X7+ x5 = (Ryx; + Ripxp)” + (Ry1 Xy + Ropxy)™ = x{ + x5

Desarrollando:
2.2 2.2 2.2 2.2 _ .2 2
Ry“x{ + R;x"x, + 2R 1Ry X1 X5 + Ry X; + Ry x5 + 2Ry Rypx1Xxy = Xy + x5

De donde se debe cumplir que: R122 + 1'%222 =1
R R+ Ry Ry =0

R, R R, R R} +R3 R, R\, + Ry R
R=<” 12>; RT=<” 21); RRT = 11 21 11 122 2822 | _ 1 0 —J
Ry Ry Riy Ry R R, +R, Ry,  RHL+Ry, 01
Luego, la Unica forma en que 52 quede invariante es que RRT =1
Mas facilmente (de hecho, méas profesionalmente):
X - x —
?:<xl>; x’=< ,1>; X' =RY;
2 X'
X
3T = X1 X2); xT.X = *1 X2)- <x;> = x12 + xz2 =52, magnitud que permanece invariante.
-7 - ) S = -7 -
Lo mismo ocurre para: x° - x’ =", luego: X - X = x’ -x’. Omitiendo las flechitas de los vectores (no hay confusion:
Ty = xTx' = s, magnitud que ha de

si hay subindices son componentes, si no los hay se trata de vectores), tenemos: x
permanecer invariante. Como x’ = R x v recordando la propiedad de las matrices que dice: (MN )T = NTMT | se tiene que:

xTx = (Rx)T(Rx) =x"RTRx =xTx — necesariamente: R'R =1
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La notacion es muy importante y nos permite ir mucho mas aprisa. Lo visto anteriormente se generaliza rapidamente a cualquier

2 ’ 2 n

Vamos con la idea que tuvo LIE en su momento: una rotacion de angulo 6 es lo mismo que rotar un angulo N (pequeiio) N
N

. 0
(grande) veces: R(6) = lim |R (ﬁ) . Es decir, una rotacion finita se puede ver como infinitas (V) rotaciones infinitesimales
N->oo
0
~ )

. 0 . 0
Como rotar un angulo infinitesimal es casi como no hacer nada, lim R — | ~ I, reamente, Iim R — ) =1+ A, conA
N—oo Neoo

“pequena” (los matematicos sabran perdonarnos), es decir, A%2=0 (aproximacion usual en célculo).

Para una R pequefisima, R = I + A. Para una R finita, R = (I + A)", A infinitesimal y N tiende a infinito. ;;Qué podemos decir
de esta matriz A?

Como R es una rotacion, se ha de cumplir que RTR =1,comoR =1+A , tendremos que:

T+ADTT+A) =T +ADUT+A) =T1+A+AT +AAT =1; comoAAT ~ O(A?%) — 0, deducimos que:
I+A+AT =1 porlo que, necesariamente: A + AT =0, que es la definicion de matriz ANTISIMETRICA. (Hemos usado la
propiedad de matrices que dice que (M + N)T =MT +NT)

Si A ha de ser antisimétrica, necesariamente ha de ser de la forma:

a a a a a;; a 2ay; a, +a a1 =dr =0
A= 11 412 S A4+ AT = 11 412 + 1oty _ 12 21 _ 00 - 11 22

dz Ay dpp dn dyp dn ar +ap  2axn 00 ajp = —dy
a; =0

a;; = —4a

0 apn

Porloque: A = < > , engeneral: si A antisimétrica (A = —AT ), {

—dajn 0

Recopilando:
Rotacion infinitesimal 1 + A, con A2 = 0
Rotacion finita: (I + A)N; N — oo

. . 0 ¢ 0 1
A S : = — e .
Antisimétrica: A (_8 0> e <_1 0)

fO) O L O
1! 2! 3!

Aplicaremos ahora el teorema de TAYLOR: f(x) = f(0) + +---

Como gjemplo: f(x) = €% fPx) =e*; fP0)=1: e* =1+ s +—+ r + e

A= < 0 8) =c- < 01 (1)> =¢-B. emuypequefio, €2 = 0, asi A% = 0 (A muy “pequeria’)
_8 —

0
Rotacién finitaangulo @: R = [+ AN = I +eB)N = |1+ ¢ < 01 (1)> e =—
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N

0
Desarrollaremos en serie de Taylor la expresion: R(0) = |1 + NB . I, B son matrices constantes, N — o0, desaparecera al

calcular el limite, asi que la Unica variable es 6.

N-1
RO =1. RO =N+28] .2 roy=ne)"'E_3
’ N N’ N
N-2
R"(@)=BWN-1|I+ eB B R"(0) = BN 1)(1)N—2B BZN_I N=oo p2
= —_ — __; — _ D
N N N N —
vy = Zwv-ow-vli+ 28] - E ko= Ew-nwonay-E 2 p &IV s g
- N N Na - N N — N2
N=DIN=2)---[N=( -1 .
nsi: R0) —» g0y = N Z DN =D INZ = DI gy oo
Nn—1
Por lo que, aplicando la férmula de Taylor obtendremos:
R/ 0 R// 0 B2 B3 1 1
R(0) = R(0) + S e S S S LAy - LA S AL U S I E SR
I 2! 213l TREEY

( X 1)
o 10
Esdecir R(@)=eA=eB=¢ \™ , en R2. Es posible generalizar a n dimensiones.

Pero, ¢,como puede ser esto de elevar un nimero a una matriz?. Vamos a recuperar el resultado obtenido por el método 1) de
trigonometria:

(0 1. o (0 N[O I\_ (=1 O\_ . s3_ a pt_ 1 Rm5S_pm R 1
B_<—1 o>’ B‘<_1 o)<—1 0>—<0 _1>— I, B’=-B; B'=I, B’=B; B°=-1

,B* B’ 1, 1, 1 , 1
RO)=I+0B+60>—+60>—+---=1+0B——0*1—-—0B+—0* 1+ —0°B+- -
2! 3! 2! 3! 41 5!

Agrupando en Iy en B y recordando el desarrollo en serie de Taylor de las funciones sinfy cos0,

1 1

Sinx =x——x'+—x>—---: cosx=1——x?>+—x*—... tenemos:
3! 5! 2! 4!
RO)=1-—01+—0"1+---+0B——0°B+—0’B+---=cos0-1+sinf-B
2! 41 3! 5!
1 0 . 0 1 cos@ sinf .
R(@O) = o - 0 = iTACHAN!
©) = cos (0 1>+sm (—1 0> (—siné’ cos9> !

0 1

Al triz B =
a matriz (_1 0

) se le llama GENERADOR de la ROTACION y daré lugar al ALGEBRA de LIE.
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VIDEO 3/17. EL GRUPO DE LORENTZ.

1 L /
0 ) . La magnitud invariante es xT x = (x")T x".

En el video anterior: Rotacion en R2, R(#) = exp |0 - < 10

A lo largo de los videos veremos los grupos SO (3), SU(2), SU(3), y también el grupo de Lorentz (relatividad).
o iy . 0 1 (0 1 5 .
Nos preguntamos, ¢,que ocurriria si cambiasemos la matriz 10 por la matriz 1 0) Nuestra transformacion sera

ahora: A(w) =exp | - <O 1) , pero no sabemos cual sera la magnitud invariante 7?27

10

Avanzamos que esta magnitud invariante tendra que ver con la relatividad especial de Einstein. Introduciremos el concepto de
métrica, relacionado con el espacio dual (y los matematicos tendran que seguir perdonandonos).

Vamos a trabajar con la transformacion A(w), que actuara sobre elementos de RZ. En lugar de llamar a estos elementos xy, X, les

| X/ 0 xO

vamos a llamar xO, X" (las razones se veran evidentes pronto). = A(w) |
X

x/l

2 2 3 3
01 0 1 o (0 1 o (0 1
A =e =[ —_— —_—
(@)= exp ‘“(1 0) +w<1 0>+2!<1 0) +3!<1 o> -
0 1 2 0 1 2n 0 1 2n+1 0 1
Como: <1 0> =1 <1 0> =1 A <l 0> =<1 0>; por lo que:

po =1+ 22 Vs D2y 01
w) = —_ —_— PO w —_— —_— PPN
2! 4! 3! 5! 10
N Y . . 01
E identificando los paréntesis con desarrollos conocidos de Taylor, tenemos que: A(w) = cosh(w) I + sinh(w) 10
er —X eX — e
Recordemos que las funciones hiperbdlicas estan definidas como cosh(x) = T; sinh(x) = — y que se

cumple la relacion (es muy facil de comprobar): coshzx — Sinhzx = 1. En adelante simplificaremos la forma de escribir sinh

ycoshporshy ch.
1 0 01 cho shw X' cho shw X0
(@) Ch(w)<0 1> +Sh(a))<l O) <sha) cha)> <x’1) (sha) cha)> <x1>
Veamos qué es lo que queda invariante:

2
2 2
. (x/()) — chza)(xo) +shzm(xl) +2chw sho x°x!
—

(x’)O =chw x°+sho x

nl _ 0 1 2
&) =shw x"+cho x (x’l) = shzw(xo)z—kchzw(xl)2+20ha) sha xOx!
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2 2
2 2
Restando ahora ambas expresiones: (x’ O) — (x’ 1) = (xo) - (xl) , que es la magnitud conservada asociada a la

transformacion A(w).

1

Si usamos la nomenclatura usual de la relatividad especial: x0 = ct, x = x, tenemos que cAr?—x'2

=22 —x?, quees

L . : L 1
el invariante bajo transformaciones de Lorentz. Como no se trata de una rotacion, a este generador A(w) = exp | <O

1 0

se le llama BOOST. Nétese que <(1) 1> es una matriz SIMETRICA.

0

Vamos ahora a introducir los conceptos de métrica y espacio dual para generalizar las magnitudes invariantes.

X 0 2 2
En rotaciones, (X1 X2) <x;> = x12 + x22 ; ahora. (xo xl) <x1> = (xo) + (xl) , que no es lo que deseamos. Forma de
X
0 2 2
xl = (xo) - (xl) . A'la matriz 1 _O se le llama
X 0 -1

meétrica (se la representa por g en relatividad general y por 77 en relatividad especial). Para rotaciones la métrica es < O> =1,

solucionarlo, introduciendo una métrica: (xo xl) <(1) 01> <

01

por lo que no suele ponerse.

Formalmente, en matematicas, la métrica esta asociada al producto escalar y ha de cumplir que debe tratarse de una matriz
SIMETRICA (esto es un requerimiento fisico).

Vamos ahora el concepto de espacio dual.

X x' X

Si <x1> es un vector bajo rotaciones significa que el vector transformado (rotado) ha de ser < /1> =R <x1 > . Sitenemos que
2 X9 2

X' 0 X/ 0 XO

| es un vector en el espacio-tiempo, un vector de Lorentz, ha de ocurrir que )= A E Cuando nos hablan de

x' x’ X

vectores necesitamos saber si lo es bajo rotaciones, bajo transformaciones de Lorentz, o bajo transformaciones unitarias.

0
10 * ) Definimos “vector dual = i - vector”,
0 —1) \ !

0 0 0 0
(x > —->n- <x > = (1 0 > (x > = < X > . Para distinguir entre vector y vector dual lo que se hace es:
x! X! 0 —1 x! —xl

0 XO
< X ) = < ) cambiar superindices del vector por subindices en el vector-dual, sin el signo menos: X0 = X, pero

Consideremos un vector de Lorentz con la métrica 1: (XO xl) <

_xl -x]

xl=- Xx;. Notaimportante: el rigor ira apareciendo a medida que avancen los videos.

x0x0 — xlxl = xpx® + xpx! = x0x + xlx

De momento, podemos considerar esto como mera nomenclatura, pero muy potente (los matematicos continuaran

perdonandonos). Usando el convenio de Einstein tendremos: x’xi . Es muy importante diferenciar entre los indices espaciales y los

temporales. Para los espaciales xl, x2, x> se suelen usar letras del alfabeto latino i , J» k; cuando consideramos vectores les

espacio-tiempo xo, xl, xz, x3usaremos subindices del alfabeto griego a, 3, y. Hablaremos entonces de x”xﬂ.
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Recopilando: A(w) = exp | <(1) (1)> BOOST — magnitud invariante Lorentz x*x,,

10 1 0 0 0

x! lo -1 0o o
->n =

2 0 0 -1 0

3 00 0 -1

Para rotaciones, componentes espaciales, su invariante es:
2 2 2
(xl) + (xz) + (x3) =xx'+x%x2 4+ 353 = —x1x1 - x2x2 - x3x3

Si solo trabajamos con componentes espaciales no es necesario distinguir, podemos tomar la métrica como 1

Lo relevante, en cuanto a la métrica, es que hay una distincién en cuanto a componentes temporales y espaciales

Pagina 11 de 90
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VIDEO 4/17. EL GRUPO SO (3) , GENERADORES.

Una rotacién en R2, en el plano X Y, sera R(0)=exp |0 - ( 01 (1)> cR=e¢4 RRT=IA|IR|=1—A+AT =0
0 10
Una rotacién PASIVA de angulo 6 en torno al eje z se generaliza en R3 como: R@)=exp|O-{-1 0 0
0 00
Recordemos como actua una rotacion infinitesimal:
0 10 X X 0 10 X X y X +ey
R(e)~ I+e-|-1 0 0)=>R&|Y)=I|Y])]+e-|-1 00 Y])={Y)+e-| x])=|y—ex
0 00 Z z 0 00 Z Z 0 z

Como se trata de una rotacion infinitesimal entorno al eje z, obviamente z no variay x e y lo hacen infinitesimalmente.

0 10
Alamatriz{ —1 0 0 | = GZ, que es ANTISIMETRICA, se le llama generador alrededor del eje z.
0 00

Fij@monos en la siguiente figura para deducir como serén G, y Gy. (Recordar el truco del sistema de referencia orientado, el orden
€x Yy

)

&— x
)
% xr

x'=x xX'=x-—¢€y xX'=x+ey

esXYZXyzZ...).

x
Y
z x

N l\

x Y

x Y x Yy 2

y'=y+ex y =y y =y—ex
Z/=Z_€y 7 =z7z+e€x 7=z

Los generadores de las rotaciones espaciales SO (3) son:
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0 0 O 00 -1 0 10
G,=({0 0 1); G=100 0 ) G=|-100
0 -1 0 1 0 O 0 00
Para una rotacién cualquiera: R = e”, con A Antisimétricay |A| = 1. Ay3 /AT =—-A - a; =0; a;;=—aj . Porelo A
0 ¢ b
hadetenerlaforma: A =|—c 0 a], es decir, solo tiene tres grados de libertad, 3 generadores.
-b —a 0

Una rotacion R(0) = exp[6 - B], entorno a un eje arbitrario. Como B ha de ser antisimétrica, ha de tener la forma:
B =n,G,+n,G,+n,G, Asi, R(0) = explf - (n,G, +n,G,+n.G,)]. ¢Quienes son estos n,, ny, n.?

Cambiemos momentaneamente de notacion: R(a) = explaB] = expla - (n,G, + nyGy +n,G,)]

0 n, -—n,
Supongamos una rotacion infinitesimal:  R(e) =1+ ¢ - (n,G, +n,G, + n,G) =1+¢| -1, 0 n,
n, —-n, 0
X X 0 n, -n X x+ny—ny,
Ry )=y ]+e|l-n 0 n, y)=|y—-nx+nz
¢ ¢ n, —-n. 0 < z+nx —n.y
n,y—ny,
Si recordamos que el producto vectorial es ANTISIMETRICO, podemos observar que —H;X =+ 1,2 no son mas que las
nyX —ny
- 5 -
L k -, = . - - =
componentes del producto vectorial | x y z| =X X 71, luego: R(e){ Y | =x +e-(xX X n).
n, n, n 2z
Si hubiésemos hecho una rotacion infinitesimal entorno al eje x hubiéramos obtenido:
X X 0
R@E|Y )= Y+e-(Xxn), n= (n,,0,0); RV )= X +e| nz |, aldesarrolar (x,y,x) %X (n,,0,0)
Z Z -n,z
Si tenemos Rx(g) ~ X +eéE- Gx , hos dice que 7 es un vector que apunta en la direccion x . Vs
7/
O 7/
Andlogamente podriamos hablar de rotaciones entorno al eje y , = ny 1 yentorno al eje @
0 L7

«

0
—> . L. .. . .
n = |0 |. Lainterpretacién es clara, una rotacién entorno a un eje aleatorio en la
n
Z

Z,

direccién de un vector 7 es pues: R(&).

Hay una restriccion respecto del moédulo del vector ﬁ) como R,(¢) ~ I+ ¢ - n,(0,z — ), hade ocurrir que € - n, = &, porlo

que n, = 1. Generalizando, 1 ha de ser unitario, | #' | = 1. Para recalcar que # es unitario, escribiremos n.
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n, G,
_)

R(a) = explan - G] = expla - (n,G, +n,G,+n,G)); n=|"]|, G=|GC

nz Gz

—\2
5 (aﬁ . G)

R(a)=exp[aﬁ-G]=I+aﬁ-G+T+---

Es tedioso, pero se puede demostrar (por un camino mas corto que desarrollando por Taylor) que:

Ra) X = (1 —cosa)(X M)A + cosax — sina(i XX)
n, v nyz—n.y
R(a)7= (1 =cosa)xn,+yn,+zn )|y | +cosa|Y | —sina| X — N2
’ n, Z n.y —n,x

- A . .
(1 —=cosa)(x -n)n,+cosa x —nysina z +nsinay
R(a)7= (1- cosa)(?- ﬁ)ny +cosa y —n,sina x +n.sina g

(1- C()S(x)(?- f/i)ﬂZ +cosa z—nsina y +nysina x

eje de rotacion
# /

=1

/
/

cosa + (1 —cosa)nf (1 —cosa)nxny+nzsina (1 —cosa)nxnz—nysina
R(a)=|(1 - cosa)nxny —nsina  cosa+ (1 — Cosa)nf (1- cosoc)nynZ +n.sina
(I =cosa)n,n, + nysina (1- cosoc)nynZ —-nsina cosa + (1 — coscr)nz2

Usando coordenadas esféricas:

sinfcos¢ n,

Ea . .
n=\sinOsing | ="
cosO n,
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Concluyendo: SO(3) = {R3x3 /IRTR=1 A |R| = 1}. Tiene tres parametros libres para elegrr, ny, 1y, n, @, pero hay una
restriccion 4 /n)% + ny2 + nz2 = 1, asi que solo quedan 3 parametros libres. Otra forma de ver estos parametros es: ay 8, ¢ (eje

de rotacion).

EnR* SO(4), hay 6 parametros (no coincide con el nimero de dimensiones del espacio). Se vera en proximos videos.
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VIDEO 5/17. Rotacion de un vector X entorno a un eje 77 un cierto angulo a (Férmula de RODRIGUE’S).

Este video se dedica a la demostracion que quedo por hacer en el video anterior (formula de rotacion de Rodrigue’s): rotacion de un

JE— . A . z
vector x entorno a un eje n un cierto angulo a.

R(a) X = (1- cosa)(?- nmyn + cosax — sina(n X ?) Esta es la férmula que queremos demostrar.

ejemt

Descomponemos X Como una componente
paralela al eje de giro, X),yuna perpendicular, x| :

- = =
X =X +x

8l

-5 > ) )
Xp=x . la componente paralela al gje de giro

—
no varia. La componente perpendicular, x’| sufre un
giro en un plano perpendicular al eje de rotacion (x) ,

en el que establecemos una base ortonormal d@, b.

- . - A > 5 = . — - A
La componente X es, obviamente, x| = (X - /1) i. Como X = X + X , despejando,x; = X =X = X — (¥ -A) 7t

En lo sucesivo, para referirnos al médulo de un vector usaremos la misma letra con la que designamos al vector pero sin flechita:

| @ | = a. Para conseguir un vector unitario en la direccion de ‘@ basta con dividirlo por su médulo, asi: @ =

s |l

—
g ~ XL o . A % A A g
En el plano de rotacion 7z, tomamos @ = — . Como 71 es perpendicular a & formado por dy b, tenemos b = i1 X a (también
X1

unitario al serlo 71y d y ser ambos vectores ortogonales).

— A N
. .. - A . . L A
Al aplicar la rotacién tendremos: x’ = X +--a+-- -b . Vamos a buscar esos coeficientes que multiplicana dy b .

A~

— ~ —
x'=(X-A)i+---d+---b. Observando la figura del plano de rotacién de més arriba, x'; = x,cosa @ +x,sina b

B —
- — AN A N . 7 — AN A x_]_ . A A
X' =(x-nn+xcosad+x sinab =(x -n)i +x cosa—+x;sina -1 Xa =
X1
X
N — . N 1 A — . N —
= (X -A)A +cosax, +x sina-AX— = (X -A)i +cosax, +sina-AXx =
XL

—

J_ZfLX(?”'i‘

_,' — AN A vd — AN A . A —
X' =(x-An+cosa(xXx —(x -n)n)+sina-n X x

Agrupando: ¥ = cosa X + (1 — cosa)(X - A)i +sina(i X )
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En todo momento hemos estado considerando rotaciones ACTIVAS, pero para los Grupos de Lie nos interesan las rotaciones
PASIVAS, que sean los ejes y no el vector los que giren. Esto se consigue sin mas que cambiar el angulo a por —a y teniendo en
cuenta la parida de la funcion seno y coseno (cos(—a) = cos(a); sin(—a) = — sin(a)), tenemos que:

x' =cosax +(1 —cosa)(x¥ -A)A —sina(i X X ) g.e.d.

Esta formula aparece con mucha frecuencia en mecanica cuantica.

Nacho Vallés 2018


http://goo.gl/AM75Jd

GRUPOS DE LIE (Apuntes de los video-cursos de Javier Garcia) goo.gl/AM75Jd Pagina 19 de 90

VIDEO 6/17. Las constantes de estructura del grupo SO (3) coinciden con las componentes del tensor de Levi-Civita.

Grupo de rotaciones pasivas: SO (3) = {R3x3, rj € R/ RTR =1 Ortogonal A|R|=1 Special}; |n|=1

_)
eje entorno al cual se rota; @ angulo rotado. G = { Gy, G,, G5} son los generadores de la rotacion.

0 0 O 00 -1 0 10
G={0 0 1), G={00 0 )y Gs={-100
0 -10 10 0 0 00

En este video veremos una introduccién al ALGEBRA DE LIE.

R, =e? R, =B, como el grupo de rotaciones es no-abeliano, es evidente que R;R, # R,R;. Una forma de medir cuanto
nos alejamos de la conmutabilidad es calcular el llamado CONMUTADOR de dos matrices (0 de dos operadores) que se define

CcOomo: [Rl’ Rz] = R1R2 - RzR]
Quedandonos con la aproximacion a primer grado, es decir, considerando rotaciones infinitesimales:

Ri=14+A; Ry=I+8B

RRy=(U+A)I+B)=1+A+B+AB

RyRy=(U+B)I+A)=1+B+A+BA

RR, —R,R, = AB —BA =[A, B] # 0yaque, en general, el producto de matrices no es conmutativo.

Como tanto A como B van a ser combinaciones lineales de los generadores de SO (3), [A, B] van a ser combinaciones de

[G,, G1.
Veamos una propiedades de los conmutadores:

[A,B]=—[B,A]
[A,B+Cl=[A,B]1+[A,C]

[A+B,C+D]=[A,C1+[A,D]+[B,C]+[B,D]

[kA,B]=k[A,B], keR

[kA,IB] = kI[A,B]; k,leR

El conmutador es antisimétrico: [A, B]Y = (AB — BA)! = (AB)T — (BA)l = BTAT —ATBT =
=(-B)(-A) - (-A)-B)=BA-AB =[B,A] = - [A,B]

Vamos con el conmutador de dos rotaciones:

3
i,j=1

Como toda matriz antisimétrica se puede escribir como combinacién lineal de los generadores Gy, Gz, G3 y el conmutador

[Gl-, Gj] también es antisimétrico, tendremos que, por ejemplo:

3
[Gl’ Gl] = C121G1 + 0122G2 + C123G3 = 2 C12j GJ = C12j GJ (Con la notacion de Einstein).
=1
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Generalizando: [Gl’ Gj] = Cljk G]( VeamOS quieneS sSon estos Cljk

Es evidente que [G|, G{] = [G,, G,] =[G, G3] = 0.

0 0 0\ /00 -1 00 —-1\/0 0 0 0 -1 0
|G\.G,| =G,G,-G,G,=(0 0 1){oo0o o )—=(o0 0 ]){o 0o 1)=(1 0 0)=-G;
0 -1 0/\1 0 0O 10 0/\0 -10 0 0 0

Obviamente, [Gz, Gl] = - [Gl, G2] =Gy
Con la ayuda de cualquier sw de célculo simbdlico se puede comprobar que:
|G1.G;] == [G3,G|| =Gy |Gy, Gy] == [G3,G,| =Gy

wry,

Ahora vamos a introducir un pequefo truco con la ayuda de la unidad imaginaria “1”:

[Gl, Gz] =—G3=-1-G3=—1i(=i)G3 = —iJ;; dondehemos llamado. J; = —i G5 . Andlogamente,

1 1 i i

J,
Ji=—1i G, J, =—i G,. Resultaobvioque G, = —k Recordar que — = — - ——— =i
—1i - =i i—i

Podemos comprobar que:

S
[, o] = Iy = d, = —— =66 +GG = [G,. G| = G; = ik J3

También ocurre que: [Jl, Jz] =1iJs; [Jz, J3] =iJ; [J3, Jl] =iJ, . Resultados que presentan un comportamiento
ciclico: (123123123...)

N . N _) . g N
Estamos ante una nueva forma de ver las rotaciones: R(7,0) = exp [l&n -J ] (iJ € R, tenemos matrices reales). Los

generadores son ahora los. J, = —i Gy
00 O 0 0 i 0 —-i 0
Ji={00 —=i)s LHL=(0 00) JH=|i 0 0
07 O -i 00 0 0 O

Esta notacion es necesaria en mecanica cuantica donde se trabaja con dos tipos de matrices:
e Hermiticas (o autoadjuntas), corresponden a las asociadas con observables (energia, cantidad de movimiento, momento angular,

)

e Unitarias, dan la evolucion temporal o dinamica en mecanica cuantica, son responsables también de las simetrias.

*
- Una matriz es Hermitica si (A T) = A, donde * es el simbolo de la conjugacion en C: (2 + 3i)* = 2 — 3i. Por comodidad
se suele usar el simbolo “daga”, T, as: (AT)' —AT=A

- Una matriz es Unitariasi UT - U = I

Los generadores Gy no son hermiticos, pero los Jj si lo son. A los coeficientes ¢;j de los conmutadores, [J;, J;]1 =i ¢, seles
llama CONSTANTES DE ESTRUCTURA.

Como [J1,Ji]=0= i(chl +cypdp + 0113J3) — ¢q11 = €112 = €113 = 0 (pues no existe ninguna combinacion

lineal con coeficientes distintos de cero de los Jj, J,, J3 que de cero pues forman un sistema libre)

Como [J, hbl=iJ3=1i (C121J1 +cimdr + C123J3) = =cn=0 A ¢p=1
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Se observa que [J;, J;] =i & Ji., donde g es el simbolo de Levi-Civita, es totalmente antisimétrico:

€3 =1; €315 €301 = 1613=0; £/,3=0.

Conclusién: Las constantes de estructura del grupo SO (3) coinciden con las componentes del tensor de Levi-Civita

Ampliacion: € ©S el tenor de Tullio Levi-Civita (italiano) o tensor de permutaciones (3-covariante)

+1 si (ijk) es (1,2,3);(2,3,1),(3,1,2)
€13 =3 —1 si (ijk) es (3,2,1);(1,3,2); (2,1,3)
Osii=j vVvj=k V k=i

El producto vectorial se puede expresar en funcion del tensor de Levi-Civita asi:
e, e e

o - 1 € €3
axb=|a ay a
bl bz b3 i=1 j,k=1

W
I

M-
M
o

;,‘

L

=

3
. , > 7 _ > iy o
O més sencillamente, @ X b = ¢ ,con ¢; = Z eijkajbk , 0 usando la notacion de Einstein, ¢; = gl-jkajbk
Jok=1
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VIDEO 7/17. El grupo SO(N ).

Veamos ahora el grupo SO (4), que nos permitira generalizar al grupo SO (N ).
Vamos usar una nueva notacion para los generadores G; de los grupos SO (n):

0 1

SO (2) tiene un Unico generador: G = <_1 0

> = Gy, , al que lamaremos Gy, por tener en la posicidn 1,2 el nimero

‘1.

Andlogamente, en SO(3), a los generadores G|, G,, G3, les llamaremos ahora:

0O 10 00 -1 0 0 O
-1 00 :G12 s 00 O =G31 {0 0 1 :G23
0O 00 1 0 O 0 -1 0
0 -1 0
Por ejemplo, la siguiente matriz admite dos nombres: 1 0 O0)=- G12 = G21
0 0 O

Usando la notacién de J, tendremos: Ji, = —iGjp = — i < 0 1) = <0 Bl> y ahora, el subindice ij hace

-1 0 i
0 —-i 0
referencia al lugar que ocupa “—i". En SO(3), tendremos que. Jj, = —iGjp, =i 0 0
0 0 O
Sabemos que una rotacion se expresa como R = e4 / AT = — A. En SO(4) las matrices antisimétricas 4x4 son de la forma:
0 —a -b —d 0 -1 00 00 -10
a 0 —c —e 1 0 00 00 0 O
A= = +b + -
b c 0 =fI7%0 0 00 10 0 0
d e f 0 0 0 0O 00 0 O

Aparecen 6 matrices, una para cada uno de los 6 parametros que necesita una matriz antisimétrica de orden 4.

Usando el criterio anterior para designar a estos 6 generadores de SO (4), tendremos:

—
I
—

0
0
G, = 1
0

(=Moo}
(=N e Nl
S O OO

0
0
0; Gy =
0

co = o
coco !l
coo

En SO(4), unarotaciénes R = exp[@ n - G ], 7 tendra 6 componentes ya que hay 6 generadores G, pero estamos en R*,
¢es esto una contradiccion?. No, lo que ocurre es que SO (3) es muy peculiar y como solo hay tres ejes, girar alrededor de un eje

€S COMO un giro en un plano; pero en R* hay 4 ejes y se pueden considerar hasta 6 planos (formados por dos ejes cualesquiera,
de 6 gjes hay que elegir dos de ellos sin que importe el orden y sin poder repetirlos, tenemos pues combinaciones de 4 elementos

4 4! 4.3
> = = 6 planos coordenados posibles sobre los que rotar).

“W-21-21 2

tomados de 2 en 2: <
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SO@) = {Ryy I IRl =1 A RTR =1} — R = exp apGy + 1363 + a4G4 + a3Gos + a3y Gy + a3,Gay

Donde a;e R, aunque aln no sabemos lo que significan y donde, p.e.: G24 =

Veamos un ejemplo en SO (4): si hacemos a;, = ¢ infinitesimal,

1 0 1 X X+ Exy

_ _ _ 1 -1 0 Xl X —ex
R =exp(a;,Gyp) = exp(eGpp) =~ [+ G, = | +¢ 0 - R ul= s
1 0 X4 X4

cosf sing 0 O
Deducimos que para un determinado angulo 8, R,(0) = —s(l)nH COOSH (1) 8
01

0 0

La primera submatriz 3x3 representaria una rotacién de angulo 0 sobre el eje z, pero estamos en 4 dimensiones, asi que hay que
interpretar esta rotacion no entorno a un eje si no sobre un plano, rotacién de angulo @ sobre el plano de ejes 1y 2. Ahora
interpretamos los coeficientes a,-je[R como el angulo rotado en el plano i j. Recordar que en R* hay 6 planos coordenados

distintos sobre los que rotar.

Atencion, SO (4) no es como el grupo de Lorentz, la diferencia esta en la métrica: para rotaciones tenemos y en

relatividad se usa —-1 l

—1

Calculemos las reglas de conmutacion (se puede hacer uso de cualquier sw de calculo simbdlico)
[Glzv Gl}] = G613 — G136y = Gy
Al fijarse en los subindices seria de esperar que [G34, G31] =Gy, yisl
Veamos que ocurre con [G23,G12] = [G23, - Gzl] = — [G23,G2]] = — G353 = Gy
También, [Gay Gry] = |[~Guaz, — Gyy| = + Gy, Guy| = Gy

lsia=5b

Osia#hb

Haciendo uso del conocido delta de Kronecker : 0, = { , podemos escribir:

[Gab, qu] = GyOuy + GppOug + Cradpg + GagOyp

Y, lo mejor de todo es que este resultado que se cumple para SO (4) también se cumple para SO (N ).
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¢ Qué ocurre con los generadores J en vez de los G?
) .
(=i )[Gab, qu] = Uadpg = Ipgas) = =i U By + Iy + Jpadog + Jugdsy)
Como —J,, = Jp,

Luego: [Jab’ Jpq] =1 (y0ub = JppOug + JapOpy = J4a0p)- Donde hemos cambiado indices para que sea mas faci

derecordarya,b,p,q = 1,2,....N

Estas son las constantes de estructura de SO (N)

. NN-1)
El nimero de generadores de SO(N) es ———

Veamoslo de tres modos distintos:

. . N . . .
., Como en N dimensiones hay ( > planos sobre los que rotar, formas de tomar dos ejes de entre N a elegir, obviamente

NN -1)

tendremos T generadores.

* En toda matriz antisimétrica de 6rden N hay NxN elementos, con N de la diagonal principal son ceros y el resto son dobles
N> —N NWNN-1)
2

* Los términos distintos de cero a un lado de la diagonal principal de una matriz antisimétrica son la suma de una progresion
1+(N=-1) N NN -1)

2 2

(al-j = - ajl-), asi que nos quedan

aritmética: 1 +2+3+...+(N—1) =

O -+- ot eee oo =N-1

NxN

Nacho Vallés 2018


http://goo.gl/AM75Jd

GRUPOS DE LIE (Apuntes de los video-cursos de Javier Garcia) 00.g/AM75Jd Pagina 26 de 90

Nacho Vallés 2018


http://goo.gl/AM75Jd

GRUPOS DE LIE (Apuntes de los video-cursos de Javier Garcia) 00.9l/AM75Jd Pagina 27 de 90

VIDEO 8/17. El grupo SU(2).

El grupo SU(N ). Fundamental en fisica tedrica: SU(2) es el responsable del spiny SU(3) del color de las particulas elementales
en Q CD (cromodinamica cuéntica)

Recordatorios:

xeC, p.e., x =2+ 3i sucomplejo conjugado es x* =2 4+ 3(—i) =2 —3i; six = ie', x* = (—i)e”"

2 2 2 r . :
<3+i> <(3+l.)> <3_i> 2 3+10) (A7) =@ 3-d
. 2 +i
Producto escalar de vectores en C: x = 1. — (7 Sx-y=xly = (x * x *) MY _ Xy, 4 xF
. - Xy )’ y = A y=xy= 1 2 A - lyl 2y2

) 1 2+ 241 . . .
E lo: = —i =2 -3i=2-2
jemplo <l>< 3 ) (1 z)( 3 > +1—3i i

: . X .
Secumpleque x -x = x'x = (x{‘ xf) <x2> = x"x; + XX, €R, demostrémoslo:

a—bi

(a+bi c+di)(a+bi c+di)=< 3
c—di

>(a+bi c+di)=a’>+b>+c*+d* eRt
El producto escalar, asi definido, es definido positivo: x - x > 0

Empecemos con SU(2):

X
, 1 . y .
Estamos considerando vectores de C2 < > , conxy,x, € C. Consideremos ahora la transformacién U, que aplicada

X2

sobre un vector x cumpla que: (Ux) - (Ux) = x - x (Esto viene de un requerimiento de mecanica cuantica para que se conserve

la probabilidad total). (En SO (N ) haciamos (R x) - (Rx) = x - x para que permaneciese invariante bajo rotacion la longitud del
vector a rotar).

Ux)-(Ux)=x-x - (Ux)T -Ux = x'UTUx = xTx & UTU =1I. Condicién para las transformaciones U.

Si U depende de un parametro real 8, U(8), y queremos hacer una transformacion infinitesimal U (€) que obviamente cumpla
que U(0) = I, sabemos que lo que tenemos que hacer es, en primera aproximacion: U(e) = I + € A. Al exigir ahora que

UTU =1 tenemos que: [+ €A) - U +eA)=T+eAT+eA+0E) 2I+eAT+eA=1 - e(A+A") =0, como
€ # 0, necesariamente (A +AH) =0 - AT=-A

Esdecir U(e)=1+¢A /AT=-A
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Como necesariamente los operadores en mecanica cuantica han de ser hermiticos o autoadjuntos ( M= M) ya que es sabido
que si una matriz u operador es hermético, entonces es diagonalizable y tiene valores propios reales y la base de vectores propios
es ortogonal.

Como AT = — A no es hermitico, hagamos un truco: sea A = a B, donde B si es hermitica, B" = B:

AT=—A -5 (zl=7*) @B =—-(@B); a*B'=—aB; B'=B > a*=—a — Re(a)=0 - a = yi, lomas

sencilloa = i.

Expresamos A = i B, con B hermitico. Tenemos, pues, U(e) = I + i B, con B hermitico, B = B. ;Quién es esta B?

Ahora, para un 6 no infinitesimal : U(0) = '8

Podemos comprobar que UTU = e 1B¢i08 = ¢0 = [ (10jol eMeVN = eM*N « [M.N] = 0y evidentemente [B, B] = 0)
Como estamos en C? , B tendré 2 valores propios 4;, 4, y tendra una base propia {bl, bz}. Al expresar B en la base propia sera

d B = A0
lagonal: B = |/ )

e En el apéndice | se insertaran unas aclaraciones sobre valores y vectores propios extraidas del video-curso de Javier
Garcia de “Mecanica Cuantica a lo Feynman, el capitulo 8.

Recordemos que la traza de una matriz es la suma de los elementos de su diagonal principal y es independiente de la base en que
esté expresada esa matriz.

(o 2)
i0
U@y=e \0 4

X2 X3
Comoe*=1+x+—+—+...
20 31
<a O> | > 5
0 b a0 a 0 a 0\
:I — JR— “ e =
¢ +<0 b>+2!<0 b)+3!(0 b>+
0 L (a®> 0 L (a®> 0
=I1+(% V) += +— +ooe=
<0 b) 2!<0 b2> 31\o0 »?
B 1+a+2i!a2+~~ 0 _<ea O>
0 L4b+2b> 4 0 e

Nos interesa el valor del det (U(6)), que es independiente de la base en que esté expresada la matriz.

A4 0

i9<01 1 ) el'ell 0 . X

ui@)=e 2/ = < 0 '9/12> - det(U(0)) = 9N1+42) = ¢10 TrB) qonde. Tr(B) = A+ 4,esla
el

traza de B.

Comoi;, 4, € R; TrB € R; 0 -TrB € R —det(U@)) = e0TrB ¢ C . Sicalculamos el médulo de este
numero complejo, |z | = +4/z - z*, tenemos:
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= 41 /eié)TrBe—iGTrB = 41 /eO =1

|detU©)] = |7

Pero deseamos ya no solo que sea 1 el det(U) al hacer el médulo sino que, sin necesidad de calcular el médulo del nimero

i0 TrB

complejo, el det(U) sea 1. Para ello e =e'=1-6-TrB =0, luego necesitamos que TrB = 0.

Recopilando, la transformacion U ha de ser tal que: UTU =1, detU =1 — u(@) =2, B" =B A Tr B =0.

Ya podemos definir SU(2), incluso SU(N ):

SUN)={U/U'U=1 A detU=1}, Uy, /u; € C

Que se puede parametrizar como:

SUN)={U@)=¢e" | B"=BATrB =0}

Centrémonos ahora en SU(2). ;Cémo han de ser las matrices B?

B:(“ Z) a.be.d € C
C

ES 2k
—>BT=B—><Z;l< fl*>:<f Z>—>a=a*; d=d* (aeR,beR) A c*=b (b*=¢) -

B=( * TV, ubayveRr
T \x +iy b > GOy

Cambiando de notacion: B = a . c—id ; a,b,c,d eR
c+id b
Al exigir ahoraque. Tr(B) =0 —>a+b =0

c+id -—a
a c—id 01 0 —i 1 0
Podemos expresar B = . =c +d +a =co,+do,+ ac.
P <c+zd —a > <1 0) <i 0) (0 —1> x T a0y T A
Donde 6,, o0,, o0, son las matrices de PAULI

y
\Jal +a?+a3
\Jat + a3 +a3

i=123

Tendremos que: B = < a ¢ _ld>; a,c,d eR

Truco: B = ay0, + a,0, + aso, = a12 + a22 + a32 . (nlax +nyo, + n30'Z>

4
Conn; = ————;
\Jat +az+a3
Luego: OB = 64 /a12 + a22 + a32 . (nlax + ny0, + n3az> =0- (nlax + ny0, + n30'Z> =0i-o
Con @ =0y/al+a}+a} T=(p0u0) A=Gnmn)  (]i]=1)

Conclusion: SU(2) = { Uue)= el o } es la parametrizacion de SU(2). Aun no le hemos dado sentido a las

n

matrices @, ni a /i ni a @. En préximos videos.
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VIDEO 9/17. El grupo SU(3).

SU(3)={U=ei93/eeR, B"=B, TrB=0; B3X3/BijeC}

as ay—ia,

En el video anterior, SU(2), vimos que las matrices B tenian que ser de la forma B = ( > y B se expresaba

ay+ia, —az
en funcidn de los generadores de S U(2) que eran las tres matrices de PAULI o, 0,0, .

Ahora, en SU(3), las matrices B, 5 han de ser hermiticas B' = B'y también han de cumplir que Tr B = 0. Generalizando a

partir de la parametrizacion de SU(2) como lo hizo GELL-MANN, podemos escribir:
az+ag ay—ia, a,—ids

B =|a;+ia, —as;+ag ag—iay|, conloque B sera hermiticay de traza nula.
ag+ias ag+ia; —2ag

En SU(2), las matrices de Pauli tienen muchas propiedades que iremos viendo a medida que las necesitemos. Una de ellas dice
que T'r(o;, 0;) = 25;;.

Se pede comprobar que

0 1)(0 1 1 0
Tr((fl,al):Tr[<l 0> <1 0)]:Tr<0 1):2:2511yque Tr(c,0,)=0; Tr(op,03) =0;

Gell-Mann se inspird en estos resultados y obtuvo, para SU(3), las matrices de Gell-Mann siguientes 4;; i = 1,...8
010 0 —-i O 1 0 O 001
B=a1<1 0 0>+612<i 0 0)+a3<0 -1 0>+a4<0 0 0>+
000 0 0 O 0 0 O 1 00
00 —i 00O 00 O 1 0 0
+a5<0 0 0>+a5(0 0 1>+a7<0 0 —i)+a8<0 1 O>
i 00 010 0i O 00 -2

Estas matrices no cumplen T'r (4;, ﬂ,j) = 251‘]'- Para arreglarlo (se puede comprobar, basta con hacer uso de cualquier sw. De

célculo simbdlico), basta con hacer:

0 1/2 0 0 —i/2 0 172 0 0 0 0 1/2
=12 0 o) A=(ir2 0 o) A=(o0 —1720) 4=(0 0 0 |
0 0 0 0 0 0 0 0 0 172 0 0

m00
0 0 —i/2 0 0 0 0 0 0 1

/15=000;A6=001/2;A7=00—i/2;18=0ﬁ0

i/2 0 0 0 1/2 0 0 —i/2 0 »

o o =L

V3

Que son las matrices de Gell-Mann o generadores de SU(3). Con estas matrices nos aseguramos que B"=B queTr B=0

y ademas que T'r (4, /11-) = 25ij . El'grupo SU(3) esta relacionado con la QCD (cronodinamica cuantica).
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8
Nos preguntamos ahora por los conmutadores [4;, /1j]. Se puede demostrar que [4;, /Ij] = iz fijk/lk = if’jk/lk , usando el
i=1

convenio de Einstein.
De momento no vamos a hacer mucho caso de que los f ijk tengan los subindices arriba o abajo, lo consideraremos cosa de
notacion (momentaneamente). Las fijk son las CONSTANTES DE ESTRUCTURA DEL GRUPO, que lo definen perfectamente. Las

reglas de conmutacion de los generadores determinan la estructura del grupo.

Los f;jx son totaimente antisimétricos, es decir fi,3 = 1 = f35; = = 1 — fo5, = 1.

Setiene que: fio3 = 15 fla7 = = fles = foae = Jos7 = Jaas = f316 = 125 fasg = fors = \/5/2; el resto de f;; son 0.

Aplicando la regla de conmutadores,

V3

: ! :
[Ags As] = ifaspdy = 15/13 + 17/18; (fass = \/3/22 Jasz = —foaz =+ faus = 1/2)
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VIDEO 10/17. "ENTENDIENDO EL SPIN SIN MORIR EN EL INTENTO (1/3)”

En QM (mecanica cuantica) el sin es un momento angular, un vector bajo rotaciones.

vy s ’ . - Ed Eed . . . . . . g _—
En fisica clasica, L = r X p’. Tiene la peculiaridad de que, en determinadas condiciones, L = cte , el vector momento

angular es constante en el tiempo, lo cual simplifica mucho las ecuaciones. En general, 7(t); p’(t) — L(2).

En una BON (base ortonormal) orientada (? X f = k; f X k=1, kX i= J), tenemos que:

N i j k z B
L=|x vy z|=0pP,—2pp2P—XP,xpy—¥py)=(LyLy L) Z E
Px Py P;
— Y
L, =(001)-L= XPpy — ¥ Py, andlogamente para Ly yparalL,
y
Supongamos un nuevo sistema rotado, x’, ¥', ', y queremos saber las iy

N
componentes de L en este nuevo sistema.

L.,=n,-L= (nxi, s nx,s) (L, Ly, Ly) = nx/](ypZ —zpy)+ nx/z(sz —xp,)+ nxé(xpy )

0 N3y —Nox| (Px
Que, matricialmente, se puede escribir como: L, = (X Y 2)|—-n3, 0 n, | 1Py
ny. —Ny, 0 pZ

En cualquier direccion 7, no necesariamente en el eje x’, tendremos que:

_ 0 0 0 00 —1 0 10 Px
A-L=xY - |n (0 0 1 )]+n[0 0 0 )J+nz{ -1 0 0])]|-|P
0 -10 10 0 0 00 P,

Px

Ln=ﬁ'L=(-x y Z)-[anl+n2G2+n3G3]' ‘Dy

P,

Hay una relacién entre el momento angular y las matrices generadoras del giro en SO (3), luego hay una relacion entre el momento
angular y las rotaciones.

X

Notacién: 7 = (x,y,z) = r =|Y | = rT =& ¥ 2). Enel ambito de la fisica clésica: /i - = 7 - 5) p
Z

Veamos ahora que ocurre si consideramos que sobre una funcién de dos variables f (x, y) = X2+ y2, p.e., la sometemos a una

. X =xcosO +ysin6 o
rotacion: R : < _ ) y sustituimos en f:
y =—xsinf +ycosf

F(X,5) = (xcosO + ysin0)* + (—xsind + ycos0)* = x’c? + y*s> + 2scxy + x> + y*c? = 2scxy = x> +y2 = f(x,y)

Luego esta f(x,y) es INVARIANTE bajo la rotacion R.

Nacho Vallés 2018



http://goo.gl/AM75Jd

GRUPOS DE LIE (Apuntes de los video-cursos de Javier Garcia) g00.gl/AM75Jd Pagina 34 de 90

Hagamos una transformacion infinitesimal, en vez de rotar R (@), rotaremos R (&), con €% = 0. Recordando los desarrolios en serie

de sinx =1 —x2/21+x*/41 — ...y cosx =x —x/3! 4+ ... tendremos: cose ~ 1; sine ~ & y con ello:

X=x+ey o
R(e) =< _ Ahora: f(X,y)=f(x +ey,y —ex)
y=—€x+y

Aplicando el desarrollo de Taylor, en primera aproximacion, para funciones de dos variables:

=~ of af
fx,y)=f(x,y)+ey— + (—ex)— , tenemos que:
0x dy

FEF) X2+ +ey2x +(—ex)2y = x>+ ¥ +2e(xy —yx) = x> +y2 =f(x,y) = f(X,5) ~ f(x,y) , enuna
transformacion infinitesimal.

En matematicas se demuestra que las transformaciones (rotaciones) en un grupo continuo y que si
0=0->X=x A Y =y,vamos,enun grupo de Lie, si son invariantes en una transformacion infinitesimal también lo son
en transformaciones finitas.

- d - - Ed
Ahora vamos a rotar un vector, R7 , Al derivar respecto del tiempo: d_( R@)-r(t))=R- d—r(t) =R-V (yaque
t t

d - —_ - - —_
6 = cte). Multiplicando ambos miembros por la masa: m d—(Rr) = R p’. Conclusion, si ¥ hora como R, también lo hard p’,
t

de la misma manera, como R p". Todos los vectores rotan del mismo modo, con el mismo angulo y la misma matriz R ().

- — d? —
En fisica clasica tenemos el Lagrangiano, que depende de ¥y p, £(r,7), con i = d_ =v.
t

= En el apéndice Il se insertaran unas aclaraciones sobre el Lagrangiano extraidas del video-curso de Javier Garcia de
“Mecanica Cuantica a lo Feynman, los capitulos 2 y 3.

1
L(r,i)=E.— Ep = Em()'c2 + )'12 +22) = V(x, v, Z). A partir de Lagrangiano se pueden deducir las ecuaciones de Newton

, , 0F d [0F 0Z d (oL .
a través de las ecuaciones de EULER-LAGRANGE: —— = — | — |. En componentes, — = — | — |; i = 1,2,3.
or dt or axl- dt 6xl-
0Z . L .
Pero, d— = p; (en casos mas generales es el momento generalizado). La pregunta ahora es: jsera invariante el lagrangiano <
Xi

bajo una rotacién R ? La respuesta es NO, pero, aveces, Si. Cuando S sea INVARIANTE es cuando f = cte(t), cuando se
conserva el momento angular 8es constante en el tiempo).

= B0 gl apéndice Il veremos que estamos relacionando ROTACION con MOMENTO ANGULAR, esto es una consecuencia
del TEOREMA DE NOETHER vy alli hablaremos del video de Javier Garcia “Grupos, Simetrias y el Teorema de Noether en Fisica
Tedrica”.

Supongamos una rotacion infinitesimal R = e 0nG L R=I]+¢h- 5; (82 = (). Sabemos que forman un grupo de Lie lo

cual implica que si & es invariante bajo rotaciones infinitesimales lo sera bajo rotaciones finitas.
A - A - ~ . . .
Rr=U+en-G)r=r+en-Gr=r. Comory i rotan del mismo modo (como hemos visto antes),

Lr+en-Gr,i+en-G F). Quedandonos con la aproximacion en primer grado del polinomio de Taylor para dos
variables:
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R o =fox\ = (0Z
Lr+en-Gryi+en-Gir)=ZLr,i)+en-G " + en-Gr Ty
r P

T
L 0Z 0F 0Z 0Z
Aclaracion: | — = _— —
ox dy 0z

T
= zN\ . = L y
Asi, e n- G r esunvectory | —— | €7 - G r serd un nimero y tendremos todo correcto en nuestra funcién de dos

r
_ 0 0L d (o0& d )
variables. Recordar: — =p > —=—|— | =—p =p.

or or  dt \ orF dt

T
$z3+<a—> en-Gr+ple - Gi=L+plei-Gr+plen-Gi=L+e[p'a-Gr+pl -G ]
r

d
Notese que ﬁT - r +pT - I suena a la derivada del producto: d—(pT - 1), asi:
t

~ d — —
S=F+e¢ P [pT (A-G)r], yaque A+ G es unamatriz independiente del tiempo.
1

o d 4 2 t - 4 2 t 4 2 1
Se puede comprobar que: Z (2; t2) <2 5> (3t> =2 20 <2 5> <3t>+(2t tz) <2 5> <3>

0 n3 -n,

A - [l s . A - T A - s . .
i-G=|-n3 0 n; | es antisimétrica, (n . G) = —17 -G, yademas se cumple que si A es una matriz
ny, —-n 0
— —
antisimétrica, al Ab = —bTAa. Como pTes un vector, 1 - G es una matriz y r es otro vector, pT - G r esunndmero,y
’ Al i ctnT (5.0 AT — Tea . N TNT — Tin .
el traspuesto de una nimero es él mismo, porloque: [p* (A- G)r]' =r@-G) (p') =—-r'(n-G)p

La transposicion del producto de matrices cumple: (M. N)T = NTMT
~ d . . = d . —
luego: ¥ =L —e —[r' M-G)p]l=L—e—@- L)
dt dt
Concluyendo: en fisica clasica tenemos un & y hacemos una rotacion infinitesimal que forma un grupo de Lie y vemos que
— d ~ —_— . d ~ —_ —~—
S=%-e—0-L) Si—n-L)y=0<L=<%.
dt dt

—~ d —_
Supongamos que por otros métodos hemos averiguado que & = . Entonces, no hay mas remedio que E(ﬁ - L) =0 (pues

e #0), loqueimplicaque 7 - L es constante en el tiempo (teorema de Noether).

Si &L =%, Z esinvariante bajo rotaciones en SO (3), entonces, la componente del momento angular en cualquier direccion 7,

— —_—
n - L es constante en el tiempo. Como 71 no esta determinado, L es constante en el tiempo.

En QM (mecanica cuantica) se ve que es el momento angular el que genera las rotaciones.
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VIDEO 11/17. "ENTENDIENDO EL SPIN SIN MORIR EN EL INTENTO (2/3)”

En capitulos anteriores:

—

A-L=rT - 5) py RG#,0)=e""C  siendo G la matriz de los generadores de las rotaciones en SO (3) .

—_—
En QM los observables han de ser operadores hermiticos o autoadjuntos, pero las matrices G no lo son. Para ello usaremos las ya

definidas J, = — i G, que si son hermiticas J ¥ = J. Los generadores de las rotaciones son, ahora:

00 O 0 0 i 0 —-i 0
Ji={l00 —i); HL=(0 0O0) JLHs=(i 0 O
0 i O -i 00 0 0 O

ComoJ = —1iG; J(/—1i)=G; iJ = G,y tendremos:

—

RGA,0)=e® @)y G T =T G-iT)p
Los conmutadores de los generadores Ji son  [J;, J;] =1 &5 Ji, siendo & es el simbolo de Levi-Civita. (recordar que

[-]1’-]2] = iJ3§ [-]2, J3] = ijl; [J3,]1] = iJz; [ka-ll] = - [J[, ]k]; [ka']k] =0)

Veamos que ocurre si realizamos un giro de +7 /2 (sentido positivo el levogiro o regla de la mano derecha) alrededor del gje z

evidentemente, el vector (2,0,0) se debe convertir en el (0,2,0):

.z ? cosZ sinZ 0
i=J3 2 2 0 10
4 iZJ3 . 2
R|0,0,1),=)=e2"=1+i=J34+———+ - =|_5inZ cosZ ol=1-1 0 0
2 2 2! 2 2
0 0 | 0 0 1
2 0O 10 2 0
Ennuestroejemplo, R { 0 ] = -1 0 O 0)={-2 sentido ~— V\&
0 0 0 1/\0 0 des'w( < \
? ~“ (Y
jCuidado!, obtenemos justo el vector opuesto al que deberiamos haber obtenido, por tanto, hay y 7
que cambiar @ por —@ y tendremos que: R(71,0) = exp[—i0 (7 - T)] para giros Dl ’Jl"\\&. \

positivos (sentido dado por la mano derecha) REGLA DE LA™~

MANO DERECHA

Supongamos ahora que tenemos una funcion.

w(x,y,z) = w(7) ;Qué significa “girar una funcién”?
]
V) =y®R™" )

Veamos un ejemplo aclaratorio:

0 -1 0
Siy(x,y,z) =2x + 3y - R((0,0,1), z/2) = e 273 = <1 0 0); por ser R una rotacion R™' = R, ast:
0 0 1

X 0 -1 0 X y
R™! <y> = (1 0 0) <y) = <—x> S YR =yR =y, —x,2)=2(y) +3(-x) =2y - 3x
z 0 0 1/ \z z
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Siguiendo con nuestro ejemplo, un giro de 7z /2 sobre el eje z convertirias al punto (1,1,0) enel (—1,1,0), asiy (1,1,0) =5y
w(—=1,1,0) = 2(1) — 3(=1) = 5. jFUNCIONA!

Ahora vamos a calcular el GENERADOR DE UNA ROTACION DE FUNCIONES. Como estamos en SO (3), que es un Grupo de Lie,
podemos hallar el generador de una rotacion haciendo una rotacion infinitesimal. (Al ser R ortogonal, RRT = I — R'=R;y

Ji=17)
R(e)=1—ie(i-G), cone’=0
R Ue)=RT(e)=I+ie(hi- T ) =I+ie(i-T)

R'r=R+ie@- T) r
Tomando la primera aproximacion de Taylor, f(x + a) =~ f(x) + a—a :
X
~ o . . = . . = Oy . . = Oy
v=y+ () ie@-J)r=y+icl(-r"@A-J) )=y —ie (¢ A-T)—)]
oar or or
Hemos usado la propiedad vista en el tema anterior: a’Ab = — bTAa.

— —_ 0
Saquemos s factor comun:  w =[1 —ie T J) —a 1w
r

0

— es un “operador”, una accién que se efectlia sobre un objeto para obtener otro objeto de la misma especie
r

d d
(—f(x)=f"(x); AV =W, tanto— como A son operadores).
dx dx

W = (1 +[X )y — como estamos en un grupo de Lie, para una transformacién finita tendremos: @ = eX , asf:
"4 "4 "4 4

V) [—i0 rT(A T)a] (Aclaracié 5 1+a+102+ )
y\r)=ex —1 r-n - e /8 claracion:. eoJr = e _— P
¥ P or ¥ or 2! or?

e En el apéndice IV veremos qué es el OPERADOR MOMENTO en QM, extraidas del video-curso de Javier Garcia de
“Mecanica Cuantica a lo Feynman, capitulo 31.

0 - - 0 0 0 h
—ih—=—-ifAv, con v = —,—,— |, operador gradiente. 7 es la constante de Plank reducida, es decir, —
or ox dy 0z 2

Tenemos: w (r) = exp[—i0 rT (@ - T) Y 1lw(r); enQM —ih V = p , OPERADOR MOMENTO.

-
= VvV, con lo que:

- .7
l_
—i /)

Ahora, =V,
n

—~ . T,\_’i? .97‘,\._’—> .6,\_’
() =expl=i60 ri(a-J) —=lw(r) = expl-i—ri(-iJ ) ply()=expl=i—n- L1y

Teniendo en cuenta las primeras expresiones que hemos recordado al empezar este capitulo.
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0 —
El OPERADOR que GENERA las ROTACIONES de las FUNCIONES en SO(3) es:  exp[—i s n - L]. Tenemos conectado en

—
momento angular L con una rotacion.

Hagamos una comprobacion para ver que funciona:
A=(100)-74-L=(100)(L,L,L)=L,
P (000 i Uy dy)) P=i 70y =

00 0 0 0
=ix y [0 0 —i)=itx ¥y |~ip|=i*x ¥y »|-p|=

=—(-yp,+zp) =yp,—zp, = Lx . Evidentemente, funciona.

Calculemos [x, p,], con p, = — iha—; (P =—ihv)
c
., 0 . 0
[x,p]=1[x,— lfla—] =—1ih [x, a—]. Veamos como actua sobre una funcion ¢:
X X

w00 = —in % s
[x,p] ¢ = —lh[x,a] ¢ =—ihx = axx) ¢ =

=—ih{x¢'— ()} = —in{x¢ - (1¢ +x¢")} =
—ih(=1¢) = ih¢ — [x,p,] = ih; andlogamente: [y, p,] = if; [z,p.] =ih

0

. . — 3 i__ — 3 r_ 2 U ’r_ ’ —
Sihacemos [x, p,] @ [x,p,l¢p = —ih {x % 6yx} ¢ =—ih {x¢y (x) } =—in {xqﬁy xq’)y} =0, donde

,_ 0¢ :
¢y = 5 Concluyendo: [y, p;1 = ihé;; [r, 1] =[p,pil =0

—_— —_—
Veamos que vale el conmutador [Lx, Ly]. Recordar que L es el generador de las rotaciones en el espacio de funciones (J es el

generador de rotaciones en el espacio de vectores)
(L,, Ly] =[yp,— ZPys 2Py — xp,.] = (por propiedades de conmutadores)
=lyp, —zp ] = lyp, xpl — [zpy. zp ] + 2Py, xp 1 = (=)
Como y conmuta con z 'y con p,, puede salir del conmutador como “factor comuin por la izquierda”:
(YD 2Px] = YD 2Py = XDy YD, = VP ZDx = ZYPxP = YP:ZPx = YZPy P, = YD 24
Como p, conmuta con p,, puede salir “factor comun por la derecha”
[YPe> 2P ] = VP 2] = y(P2Py = 2PcP) = Y(Po2py = 20 Px) = Y(p2 = 2Py = YIP, 21py = y(=ih)p,

Recordar que los conmutadores son antisimétricos. [a, b] = — [b, a]
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Luego: [Ly, Ly] = (=) = y(=it)p, — y(O)p, — z2( = )p, + x(iA)p, = ih(xp, — yp,) = ihL,

Llega el momento de redefinir los Tpara QM:

00 0 0 0 i 0 —i 0
Li=hlo o —i); hHL=nl0 00) Hs=nli 0 0
0i 0 i 00 0 0 0

—

- J)

>

0
Y tendremos que: R(71,0) = exp(—iz

Yaue: [J;,J;] = ihejd, yauer [L;, L] = ihe Ly
ATENCION: ¢Ser un momento angular implica tener una vida dedicada a girar cosas?. Respuesta: jSi! ;-)

—_ — —>
Momento angular sola hay uno, pero depende sobre qué actlie toma la forma L, J, S'; son las representaciones del momento
angular.

En mecanica clasica f =7 X ﬁ' En QM existe un “concepto” llamado MOMENTO ANGULAR que:

0 —
—1) Si trabajamos con funciones y (x, y, z), estamos en el espacio L*(R3), Io que hace es exp(—i Zﬁ - L) ,donde

T =TG- iT ) ~ihV)

. 0 d . oy oy
L,=xp,—yp, = —lﬁ(xg—ya); Ly =—-ih(x— -y

0 —
—); exp(—i—n - L) rotayentorno aun eje i
R ™ ); exp( P ) W j

un angulo 6

a
—2) Si trabajamos en el espacio C3, tendremos vectores |42 |, cona; € C vy al rotar en este mundo el operador que se
as

n- T) . Por ejemplo, para /i = (0,0,1) este operador se transforma en

>

encargadeelloes R(A,0) = exp(—i

cos@ —sin@ 0O
sin@ cos@ O
0 0 1

En el caso 1) tenemos un operador diferencial y en el caso 2) uno matricula, pero ambos lo que hacen es girar. En 1) lo que gira
son funciones de modo que 37 = 'y en 2) lo que giran son vectores de modo que lo que permanece invariante es su moédulo. El

momento angular tiene distintas representaciones, no se representa igual en L2(R3) que en c3.

a
Y en Cz, (b)’ a,b € C? También se puede girar y ese giro es el SPIN 1/2 (el del electrdn, el primero que se descubrid). El

SPIN 1/2 va a ser la “representacion” del momento angular en Cz, el generador de las rotaciones en (52
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VIDEO 12/17. "ENTENDIENDO EL SPIN SIN MORIR EN EL INTENTO (3/3)”

SiJ = (15 S5, J3) cumple que [J; J] = ihe; ka, entonces a J se le llama MOMENTO ANGULAR y cumple que GENERA las
0
ROTACIONES en el espacio donde “viva”: exp[—izﬁ T ]

—
* si lo que rotan son funciones y, el momento angular adecuado es L

—_—
* gj o que rotan son vectores de c? , el momento angular son las matrices J

¢ Por qué decimos que Tes un vector bajo rotaciones?, ;,qué significa que un OPERADOR sea un VECTOR BAJO ROTACIONES?
Vamos a responder a esta presunta con un ejemplo, vamos a rotar una “derivada” (superdivertido).

Vf <6f o 0f> <0 0 a)f; V=<0 0 0) ies un vector!

ox’ ox’ ox e o
+90°
¢ Qué hacemos si sabemos derivar respecto de “x”, pero no respecto de “y”? Facil: giramos (9f o 3 0 £
-90°, derivamos respecto de “x”y volvemos a girar +90°: leyendo los simbolos de derecha a ox
izquierda: -90°

—
En el espacio de funciones, el generador de rotaciones es L, como en nuestro ejemplo estamos rotando en el plano x y, el
generador de la rotacion sera LZ, asi, y segun el esquema anterior:

) _jx2 0 i z/2 _jE2 i l2
—f =( "h Le — o*75 Lz)f 0 de modo mas compacto: d, = (e ' & Lz g e™h Lz)f
dy ox Y o

Comprobémoslo, multipliquemos ambos miembros por —i f:
—iho, = (e_l Lz (—iho,) e+’ z)f —py=e ~ L p,e R %
Podemos escribir lo anterior con 8y tener luego en cuentaque @ = x/2:  p,=e R p e h

Siempre gue nos encontremos con expresiones del tipo e 0ABe%A , HADAMARD encontré una férmula que simplifica MUCHO
este tipo de célculos. Veamosla.

Fiiémonos que B y A no dependen de 6y llamemos E(0) = e %A Be?. Ahora, desarrollemos E(0) en serie por Taylor:

! " 2
E(0)0+E(0)0

E@®)=E©O)+— o

E©)=1IBI =B
E'@)=(—Ae Be% + A) = (-AE@)+ E)A) = [E, A]

E'(0) = (~AE+EAY = —AE' +E'A = [E,A] = [[E, A],A]
E"(0) = (~AE + E'AY = —AE" +E'A = [E", A] = [[[E A],A],A]
Sustituyendo @ por 0 y teniendo en cuenta que E(0) =
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EO) =[BAl; E'©=|[B.a].4]: E"©)= [[[B,A],A],A];
03 +--- que es la FORMULA DE HADAMARD

Luego: E(0) =B + [B, A] 0 +2i! [[B.4]. 4] 9%% |[B.4]. 4], 4

que, en muchas ocasiones, simplifica mucho los célculos.

+wildr, 1

0
-
En nuestro caso, p, = e "Rip.eT R, ” L,= Ay p, = B. Veamos los conmutadores:

[B.A] = [ x’iLz] =i[px,Lz] =i[Px,xp —yp] =i<[p,xp] —[p,yp]) =i[x,p]p =i(—ihp>=p
7 7 7 y T IP T P tD T WP ) = PP E v) =Py

Donde hemos tenido en cuenta que p, conmuta con p,y que [px,py] = 0. También p, conmuta con y y con p, da 0.

(ih)px =-p,

;\-|~.

[[B’A]’A] = [py’%l‘z] = % [P, L] = % [Py, xp, —ypx] = % <— [py, y] px) =

1 1 1
. — 20_ 3 (- —p*
Con esto: E(H)—px+9py+2!9( px)+3!9 ( py)+4!0 D+

Teniendo en cuenta que [B, A] = Py [ Py A] = —p, y asisucesivamente

Agrupando las potencias pares e impares aparecen los desarrollos en serie del sin @y del cos6, pudiendo escribir:

E@)=p, cosO +py sin@. Yrecordandoqued = /2 - E(x/2) = Py- IFASCINANTE! Y més aun sabiendo que esto

-0
£y,

i
. . . - 2L . .
tiene que ver con la realidad. Hemos obtenido que p, = e "n Dy et = Py - Deshaciendo los cambios:

py=—1ihd; p, = —iho, tenemos que:

~iZL, +iZL . .
0,=e 2n7%9d e 2%, Luego sfse puede rotar una derivada.

oL

_if — — P
Se puede generalizar que: e Tl pye ht=—sin0 p,+cosl Py - D sonderivadas, p = — in V,y se transforman

igual que un vector, luego V es UN VECTOR BAJO ROTACIONES.

En QM llamaremos MOMENTO ANGULAR a “algo” que se comporte como un vector bajo rotaciones y cuyas componentes
conmuten como [J;, J;] = i g Jj -

Recapitulando: Sea A un operador A= (A, Ay, A3) (con A; matrices o derivadas) que no cumpla las relaciones de

—
conmutacion anteriores, [A;, A;] # i€;;;Ay; entonces A no es un momento angular. ¢Pero podemos llamarle vector A? Solo si

cumple que al aplicarle una rotacion de SO (3), RA R ldalo que tiene que dar, es decir:

(x,V,z) es un vector si:

0 0
-ifr +lr .
e 'n x e"'nt = xcos0 +ysin,

) .0
Y L¥3 ;
e"'n iy e = — xsind + ycosb;
_i0 0
e thLZye-HhLZ:Z

Tanto con las derivadas como con 7 funciona, son VECTORES BAJO ROTACIONES.
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_i8 0 —
e nla L et'n bz = Lycos® + Lysin0; etc, etc. Luego L = (L,, L,, L,) también es un VECTOR BAJO ROTACIONES y
ademas es un MOMENTO ANGULAR, porque cumple las relaciones de conmutacién de sus componentes [L;, L;] = ihe; Ly .

En cambio, p es un vector pero no un momento angular. Ya sabemos que es un vector bajo rotaciones y un momento angular en
QM.
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VIDEO 13/17. “CALCULO DEL SPIN”

El SPIN, ?va a ser un VECTOR BAJO ROTACIONES ? = (S,, Sy, S,) y un MOMENTO ANGULAR [S;

i

S] = ihgijksk

En QM, un sistema cuantico se describe mediante un espacio de Hilbert C* formado por vectores

de 4 componentes complejas. La notacion que se usa es: vV - | V) = y para su traspuesto conjugado:

<VT|=(V1>X< Vz* V3* V4*)
En el sistema cuantico habra magnitudes que medir, observables, A, B, C ... que en QM han de ser operadores hermiticos,
AT=A y que en C* tendran 4 vectores propios | v,-), que formaran la base propia, y 4 valores propios li € R, de modo que

A |vi> =4 |vi>

Si tememos un estado cuantico | ) descrito como |l//> =a |v1> +b |v2>, la probabilidad de que al medir A obtengamos el

autovalor A5 es 0y la probabilidad de que al medir A obtengamos el autovalor 4, sera | b |2.

Queremos medir el observable S y sabemos que ha de ser 3 matrices (S, Sy, S,) 4x4 complejas ya que estamos en C* (en este

—
capitulo los observables seran matrices, no derivadas). S ha de comportarse como un vector bajo rotaciones y ha de ser un
momento angular, esto es lo que nos permitira encontrar esas matrices 4x4.

Nuestra MISION es que al estar en un espacio de Hilbert de dimension CN, hemos de encontrar tres matrices S, Sy, SZ de

—
dimensién Nx N y de nimeros complejos que hagan que S se comporte como un vector bajo rotaciones y que sea un momento
angular.

§>' ? =52= sz + Sy2 + SZ2 (como el producto escala usual). El médulo de ? es+V S 2 que ha de ser INVARIANTE bajo

rotaciones. S2 es un ESCALAR (un ndmero, invariante) bajo rotaciones.

Aclaremos esto de que S2 es un ESCALAR bajo rotaciones. Tomemos, por ejemplo, un barién

AY que tiene spin 3/2 y su espacio de Hilbert sera N = 4y ? 4 matrices 4x4 complejas.

La funcién ¢ (x, y, z) de la probabilidad de que AY esté en un determinado lugary | W) especificara el estado de su spin.

Usaremos la funcion ¢ (x,y,z) ® |z//)

Pepe y Maria son dos observadores o —

mirando al mismo A® z W Lo @00 \

& Con 459> \‘mmr) Y

ek ~—————— L1

2 2 T

Si nos imaginamos el cambio como > v . 2% (0,-2,0Y ton
ACTIVO (no rotan los ejes sino el barién), lo v&/ &" 2 2y neaahm
que ha ocurrido se muestra en otra A s b% NS~——
: % =
imagen. £ MAIA
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Primero se realiza una rotacion en torno al eje z de -90° y luego otra rotacion
entorno al eje y de -90°.

Para rotar ¢ (x,v,2) ® | W), el operador que se encarga de rotar ¢ es I

—

y el que se encargara de rotar yrsera S'.

Tendremos:

(e—i(—90)/h Ly . e—i(—90)/h L, ¢(x,y, Z)) ® ((e—i(—90)/h Sy . e—i(—90)/h Sz |l//>)

ROTAR implica que hay que usar el momento angular adecuado segun en el mundo en que estés. Para girar funciones de onda

—_— —
usamos el operador L, para girar funciones de spin hay que usar el operador S (que alin no sabemos lo que es, pero es lo que
intentamos descubrir).

SZesun escalar, invariante bajo rotaciones:

e~i0M Sxg2=0In Sy — 2 pgrg que esto ocurra es necesario que (férmula de Hadamard e BABeBA = B + [B,Als +...)que

[S2,S,] = 0ytambién [S%, S,] = 0y [S%,S,] =0

Recapitulando: buscamos S = (S, Sy, S,) en un espacio de Hilbert CN (matrices compleja de tipo Nx N) de modo que sea

vector bajo rotaciones y momento angular.

Al'ser S? ESCALAR bajo rotaciones, [S, S;1=0.

Hay que escoger una base de ct y vamos a tomar la base propia de SZ (facilitara los célculos). Los vectores y valores propios de

S. cumpliran: S, |m) = fim |m), conm € R y |m) un vector de C".

La base propia de SZ formada por los vectores propios | m) como §2 Y% SZ conmutan, también sera base propia de S 2.

s2 |m) = hc |m) conc € Ryc > 0. Unade las tareas de este tema es encontrar los valores m y c.

Como S? conmuta con Se Sy, S, ha de ser proporcional a la Identidad. (Th: SZesun Casimir)

En QM, si { |v1 > v2> } es una base ON'y A un operador que, por ejemplo, actué sobre la

base asi: A |v1> =3 |v1> +2 |v2>; A |v2> =2 |v1> + |v1> y nos preguntamos que vale el producto escalar:

(vilAlv)) =342(vIn)=3+2-0=3; (v|A|n)=2; (BlAlv)=2; (nlAln)=1

Lo que nos dice la QM es que podemos suponer que |v1> es <(1)> y que |v2> es (?) y, entonces, la representacion matricula

32
de A sera. .
e A sera <2 1)
Comprobemos que funciona: A |v]> = <; ?) <(1)> = (;) =3 <(1)> +2 <(1)> =3 |V1> +2 |V2>
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En la base propia |m) de S,yde S2, la representacion matricial de S, serd, llamando M al méaximo valor propio y m al minimo:

) (M|S. M) ... (M]|S.|m)
ClmIs MY L (m)S.im)

Como, por ejemplo, <17|SZ|21> = (17|n18]21) = 18A(17|21) = 18A -0 =0 — §_ sera DIAGONAL, de hecho:
Mnh 0 O
S={ - -
0 0 mn

Enel casoenque m = 1,0, — 1, la representacion matricial de S, seria S, = & v la representacion matricial de S2

S O =
o 1o O
(e)

0
0 | vy aun no tenemos ni idea del valor de esta “c”
—1

o 1o O

1
sefia S22 =thc |0
0

La pregunta ahora es ¢qué valdra S, y Sy?
2 _ Q2 2 2 Q2 2 _¢2_ @2 )
Por una parte, como §“ = Sy + Sy + 87, podemos despejar. Sy + Sy = 8§ —S; ytendremos que:

(m182+52m) = (m]$> = $2|m) = he = h2m?

Por otra parte: (S, + iS,)(S, — iS,) = S2 + S — iS,S, +iS,S, = S + S2 +i[S,, S,]. Como S es un momento angular
cumple las relaciones de conmutacion y se tiene que [Sy, S.] = —ihS, yentonces (S, + iSy)(Sx - iSy) = Sf + Sy2 + AS,.

iCasil
Teniendo en cuenta lo visto en los dos puntos anteriores, podemos escribir que: (S, + iSy)(Sx - iSy) =52— SZ2 + A,

Recapitulando una vez mas: SPIN S = (S..,S.,S.) en un espacio de Hilbert CY (matrices complejas de tipo Nx N) de modo que
x> Pys Dz

sea vector bajo rotaciones y momento angular.

Al'ser S? ESCALAR bajo rotaciones, [S, S1=0 - S?2=thcl; ¢c>0

Escogemos com base de C* la base propia de S,y S% S, |m) = aim |m) , S* |m) = hc |m)

Y ahora hemos visto que: (S, + iS,)(S, —iS,) = N SZ2 + 7S,

Silo hacemos al revés: (S, — iSy)(Sx + iSy) =52 - SZ2 — hS,, pues aparece [S,, Sy] = +ihs,

(S, +iS,)(S, — iS,) = §* = §Z + A8,
Tenemos:
(S, = iS,)(S, +iS,) = §* = §7 — 7S,
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Llamemos: vector (malo, que baja) |VA DER) = (S, — iSy)|m> i vector (bueno, que sube) |LEIA> = (S, +1iS,) | m)

Recordar que el modulo, distancia o norma de un vector es ’ 7‘ =+\Va -a =+, /af + a\% + az2 , en notacion de QM

sera: || @ = (@ @), donde (m| = (|m))". Hay que recordar que las matrices S; son hermiticas.

| IvADER > || :(VADER|VADER)=<m|(5x+i5y)|(SX—iSy)|m>=(ml(Sz—Szz+hSz|m>=+\/h2c—h2m2+h2m=+h\/c—m2+m

Para LEIA tendiamos: ” |LEIA > ” =+nVc—-—m>—m

Calculemos ahora el conmutador [S,, S, — iSy] =[S, S, ]—ilS,, Sy] = ihSy —i(—ihS,) =—AS, - iSy) y andlogamente
[S,. S, + iSy] =+ A(S, + iSy) (Por esto les hemos llamado VADER y LEIA por los signos -y +)

Vamos a por el Ultimo paso para averiguar S, y Sy.

Llamemos V = S, —iS, y L =S,+1i§,

[S.,V1|m) =—hV - [S,V]=—hV|m); nosabemos quevale V |m) perosiloquevale S, |m) = |m)
[S.,V1|m) =SV |m)y—-VS, |m)y=—-nV|m) — SV |m)—Vham|m)=—hV|m); himesunnimero,

- SV |m)y—hmV|my=—nV|my — S,V|m)=hmV|m)y—hV|m); como V|m)= |VADER):
S.|VADER) = (hm — h)|VADER) — S, |VADER) = h(m — 1)| VADER). i |VADER) es propio de S, !

Y lo mismo para LEIA: S, |[LEIA) = h(m + 1)| LEIA) (VADER baja “-1" y LEIA sube “+1)

Notese que S |...)=h(mD)|...) = S, [k(m = 1)) = h(m1)|k(m — 1), yaque
S, |km = 1)) = ~k(m1)|(m = 1) = h(m1) | k(m — 1)
Luego: |VADER) ~ |m—1) A |LEIA) ~ |m+1)

Como los vectores de la base estan normalizados, las constantes de proporcionalidad han de valer, respectivamente,

+mec—-—m>+m y +h\Vec—m>—m. Luego,
|VADER)=f1\/c—m2+m|m—1) A |LEIA)=fl\/c—m2—m|m+1).Deahi:

S |m)y —iS, |m) =hc —m*+m |m—1)
S |m)y +iS, |m) =hmc —m*—m |m+1)

Sumando y restando estas dos ecuaciones, obtendremos los valores de Sx y Sy
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S, |my=hI2\Jc —m*+m |m = 1)+ h/2\c —m* —m |m + 1)

Teniendo en cuenta que <m1 |m,—1 > = Por ello:

ml,mz—l'
<m|S|m>=ﬁ c—m?+m,d +1/c—m?—m,8
11%°x 2 ) 2 2%m1,my—1 2 2%my,my+1

h
Teniendo en cuenta que —2 =1 5 , también se tiene que:
-2

o h / /
<m1 |Sy|m2> = lE ( ¢ _m22+m25m1,m2—1 - ¢ _mzz_m25m1,m2+1>

, e . — S 2 _
Pero si sobre VADER actta asi: S, (S, 1Sy)|m)—h c—m +m|m 1), ADER a1 s

VADER baja una unidad. Pero, jcuantas puede bajar?. Como la dimensién del espacio e
A i ini —A——————— ™
es Ny llamando M al maximo valor posible de m y m al minimo de ellos, tenemos:
" M
Se pueden dar (N — 1) saltos para tomar los N (dimension) valores o vectores propios de S NP LEIA

la base, para pasar de M a m (bajando una unidad cada vez, VADER) o de m a M
(subiendo una unidad cada vez LEIA)

N—.:g ) :130\\’\‘& (N‘—l\

Como Vader va bajando y cuando llegue a m no puede bajar mas, necesariamente el coeficiente ¢ — m? + m debera ser cero:
c=m*-m , siendo m el minimo valor posible. Con Leia, cuando esté en la M méxima ya no podréa subir mas y para ello, el
coeficiente ¢ — M2 — M ha de ser cero, con lo quec = M? + M. Deducimos que m*—m =M?*+ M, obien que

0=M?*—m?>+M+m.

Teniendo en cuenta la relacion entre m, M y N (la dimensién del espacio, para subir desde m hasta M hay (N — 1) saltos:
M=m+(N-1),otambién M —m =N — 1.

Anora: 0 =M?>—m> +M+m=M-mM+m)+ M+m)=M+mM-m+1)=M+m)-N ycomoN # 0,
necesariamente ha de ocurrir que. M +m = 0, es decir, m = — M. Los posibles valores de m van desde —M hasta +M,

sumando (restando) 1.

—

—
Es costumbre que en los textos cientificos a m le llamen s, con s > 0 (ya que estamos tratando con S, si tratdsemos con L le

N
llaman I, si estamos con J, j).

Asi: c =M?*+m =s>+s =s(s +1) yentonces S? |m) = hs(s +1)|m)

N-1
Antesvimosque M —m =N—1, ahora s —(—s)=2s =N—-1—> s = — lo que encierra unas consecuencias
muy profundas.
. o . N-1 .
Siendo N la dimension del espacio; s = y los posibles valores de msonm : s, s — 1,5 — 2,..., — s, tendremos las

siguientes posibilidades:

N=1-5s=0->m=0
N=2->s=1/2-m=1/2,—1/2
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N=3->s5s=1->m=1,0,-1
N=4->s5s=3/2->m=3/2,1/2,-1/2,-3/2
“Dime que SPIN tienes y te diré la dimension del espacio que necesitas”

Los posibles valores del SPINson: s : 0, 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2,...

Finalmente tenemos:

SPIN espacio de Hilbert CV', dimensién N .
?vector bajo rotaciones y momento angular.
N=2s+1;:m:s,s—1,..., —s

S, |m)y = hm |m)

S% |m) = h%s(s + 1)|m)

h
<m1|SX|m2> =3 <\/s(s +1)— m% + 1y 8y my—1 + \/s(s +1)— mz2 —my 5,,11’m2+1>

h
<m1 |Sy|m2> =iz <\/s(s +1)—m}+m, Oy my—1 — \/s(s +1)—m?—m, 5m17m2+1>
Particularizando paras = 1/2, m: 1/2, —=1/2; N=2

32 (1 0
2=h 12012+ DI = 4] =—
sc=n1/2 (1/2+ DI =3n/ 4(0 1)

szﬁlo,szﬁoys:ﬁo—i
c7o2\0 -1/ T 2\1 0/ 2\i 0

Para S,y Sy, sus elementos los hemos encontrado teniendo en cuenta todas las posibilidades:

s = (12018,0172); s = (12181 = 1/2); 55y = (=1/2]S,]1/2); 555 = (=1/2]8,| = 1/2) ylos valores
que toman delta de Dirac

Cuando vimos SU(2) = {ei“) "?} siendo @ las matrices de PAULI que ahora aparecen aqui:

coh(froN_A o _hf0O1\_A _hf0-i\_N_
=5 0 1) T2% %752 \0 o) T2 T\ 0) T2

SPIN 1/2 esta relacionado con SU(2)

Normalmente, las particulas elementales tendran SPIN 1/2, 1, 3/2 que estaran relacionados con SU(2), SUB)ySU@) y
tendremos que trabajar con matrices complejas 2x2, 3x3 0 4x4.
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VIDEO 14/17. “JUGANDO CON EL SPIN (1/2)”

Resumen del tema anterior

SPIN espacio de Hilbert CV , dimension N .
S vector bajo rotaciones y momento angular: [S;, Sj] = ihel-ijk
Base canonica CV : {|m>} -m:s,s—1,..., —s; N=2s+1—-15:0,1/2,1,3/2,2,...
S, |m)y = hm |m)
S% |m) = h%s(s + 1)|m)
n

<m1 |SX|m2> =5 <\/s(s +1) —m22 + 1y 8y my1 + \/s(s +1) - mz2 —my 5m1’m2+1>

. h
<m1|5y|m2> ) (\/S(S +1)—m3 +m, Oymo-1 —\/S(S +1) —m3 —m, 5m1,m2+1>

my,my

Vamos a juguetear con el SPIN, como conectar todo esto con la realidad. Calculemos los tres primeros spin:

ho 1 in (o0 —1 n1 o » 30 (1 0
s=1/2: S =— .os = .S = - =20
s=lz: S 2(1 o>’ =5 <—1 o) %=300 1) =7 o1

0 V3 0 0 0 —v/3 0 0
32 0 0 0 1000
vmlsh\ﬁozo.sm\/?()—zo P O VT 0 @_1"lo 100
7 2lo 2 o 3 2 o 2 0o -3 0 0 -1/2 0 [ 4 10010
0 0 0 =321 0001

0 0 3 0 0 0 30

h(o 1 ih (0 -1 hi(1 0 ,_30 (10
Vi =1/2: =— ; = — ; =— ; =—
amos con s / S, 7 <1 0> Sy > <_1 0 S, \o —1 S 7 \o 1 y

hagamos una especie de “hola mundo”: tenemos una particula de spin 1/2 que se puede describir mediante su funciéon de onda y
Que contaré de dos partes, una espacial que describira ¢ (x, y, z) y otra de spin que quedaréa descrita por un vector complejo de

1
dimension 2 (N = 2 - ) +1=2). Porejemplo: v = ¢(x,y,2) - <3> Puesto que ahora solo nos vamos a ocupar de la
i

parte del spin, prescindiremos de la parte espacio ¢ v el estado de nuestra particula sera un vector: | w) = <3>
1

¢ Qué significa esto?: |z//) = <?> =3 (é) +i <(1)> =3 |1/2) +i |—1/2)

1 -1
Para medir S, sabemos como actlia sobre sus vectores propios: S, | 1/2) = hE | 1/2); S, | —-1/2) = flT |— 1/2), los

valores propios de SZ son iz .
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|w)=3|1/2) +i|-1/2) - |3]* = 9;| —i]> = 1. Pero la probabiidad total ha de ser 1 — Hay que NORMALIZAR el

vector ({y |w) =1).
Para ello, hagamos

3 ) 3 2 2 1 i0
l//>=k<.> = (wly)=k*@3 —z)k<.> =|kI"O+D=10lk|"=1-|K|=—=: k= e’
| ! ! 1 10 1 10
e'? es la llamada fase global que, al no ser medible, se puede omitir.
2
n 3
— con rob |—| =9/10=90%;
. > P /10 oy T
|1//)=—<3|1/2>+i|—1/2>>—> S, = 1 .
V10 .
-2 con prob ‘ﬁ =1/10=10%; |
¢ Como tendria que ser |l//) para que S, = /2 con probabilidad 1?, Pues asf: |l;/) = | 1/2)
1 .
.Y qué pasaria si midiésemos S, en nuestro estado | W)= —— (3 | 1/2) +i | - 1/2)) ?
V10
No sabemos los vectores propios de S,, busquémoslos. ( | 1/2); | —1/2) son los vectores propios de S, y de S2, pero no de

S, nide Sy , Que no conmutan con S, )

01 ay a b)_ (a) b=24ka _ _ 92 _ ) .
Sx—><1 O><b>—/1<b>—>< =1 b))~ azﬂj—)b—/la—/l(lb)—/lb—)l—il.val.propmsdeSx

1 1
Parald = 1, b = a. El vector propio <Z> — <i> gue normalizado se escribira como: —— <}> Paral =1, — ( 11>.

V2 V2

Que son los vectores propios de Sx. Como (i) = <(1)> + <(1)> y. < 11> = <(l)> - (?) y llamando |x+) y |x—) a

1
|x+) = 7 < | 1/2) + |—1/2)>, de valor propio A/2 y |x—) = <| 1/2) — |—1/2)> de valor propio —#/2 , vamos
2

1
V2
1 :
a medir S, sobre nuestro estado |1//> = — (3 | 1/2) +i | —1/2)> . Para ello usamos el siguiente truco:

/10

|x+) = %<|1/z>+ |—1/2>) — sumando : |1/2) = @(|x+>+ |x-))
|x—) = $(| 1/2) - |—1/2>) — restando:  |-1/2) = @(|x+>_ =)
|y =— (31722 +i|-1/2))

LV (et - 1v)) = ﬁ((3+i>(|x+>+(3—i>|x—>)

~.
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-

2
=0O0+1)/20=50%; —

n 34i
- con prob |—

Luego, S, = 1 ,
-2 con prob ‘% =9+ 1)/20=50%; <

En general, |1//) es una combinacién lineal de vectores { | 1/2); |- 1/2)} que miden §, al 90% 1y al 10% | y miden S, al 50%

— yal50% «.

Las bases que tenemos son:
1 1 1
B S = ;) —
ae s (1) (0)
Base S, 'y 52 <1>;
0
Base S,

y: % <1> f (—i)

—_—

EJERCICIO:
o L iy _ A (0o —i\/1\_n 1 /1
Comprobemos que los vectores de la base de Sy sSON Propios: Sy — | )= . )= .)
7 \i 2\/5 i 0 i 2 \/5 i
. . , L r1y_ A (0 —i\/1\_—-h 1 /1
efectivamente es un vector propio se Sy. Para el otro vector: S, - — =—1". =—
’ \/5 —1i 2\/5 i 0 —I 2 \/5 —i

1 1
Si quisiéramos medir Sy para nuestro estado |1,//) como BSy == {— (1), — < ! ) } = { |y+), |y—)} es la base

\/El\/a—i

propia de Sy con valores propios 7/2 respectivamente, veamos como escribir { | 1/2);

-1/2) } en esta base.

Ahora
1 ) 1 \/E L 1
) = —= (3112 +i]-112) S <3(\y+>+ [y=)) +i=ir( [y +) - |y—>)> =—=(4l+2)
( 2
2 con prob |—=| =16/20=80%; -
Luego, Sy = < 5
—% con prob ‘LZO =4/20=20%; <
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Veamos como construir el vector < § >, valor esperado del SPIN.

En nuestro ejemplo hemos visto que S, da 71/2 en 9/10 de las veces y —1/2 en 1/10 veces. Luego su valor esperado (medio)
no —n\ 1 8h

serd: <S§,>=——+|— | —==—2

2 10 2 10 20

Matricialmente, el calculo se realiza ast:

(WIS1w) = —= G ->h<1 0) 1 <3> "3 '><3> P 9-1y=-L
2 =—0 -i)—= — | ) =—= G —i ) =—=0-1)=—
V10 2\0 =1/ /10 \i/ /20 —i) /20 /20

Para < S, > : <l//|S|l//>=L(3 —i)z<0 1>L<3>=L(3 —i)<i>=i(3i—3i):0
x x /10 2\1 0) /1o \i) Va0 3) " V0

Efectivamente, antes obtuvimos que S, un 50 % de las veces da /2y otro 50 % de las veces da —#/2, por lo que en promedio

<S8,>0.5(/2)+ 0.5(-n/2) = 0.

h —h h  6h
Del EJERCICIO anterior, < S, > =08—+02(—) =0.6—=—
: 2 2 2 20

Para < S, > <I/I|Sy|l//>=L(3 —i)ﬁ<q _i>L<3>=L(3 —i)<1>=i(3+3)=6—h

/10 2\t 0/ 4/10 \i/ /20 3i) y20 /20
6h 3n 8 4h
Tenemos: < §, > = 0; <Sy>:—:=—; <§, >==—==—
20 10 20 10
En estadistica se ensefa que al medir una magnitud X y obtener los valores Xy, Xo, X3, ... €l valor esperado es < X > . También

se puede calcular < X2 > y ala expresion 6 = + \/ < X?> — < X >? sele llama desviacion standard y mide la dispersion
de los datos respecto del valor medio, es decir, mide la INCERTIDUMBRE de la medida.

< 3n?
Pasa el spin S, 6 = +\/ <82>—-<85>r; <s?>= <l//|S2|l//> = e ( se puede calcular, ma matriz asociada a S>

es ~1)

—_— —_— h
Como <S><zp|S|u/>=<<Sx>,<Sy>,<SZ>):E(O,3,4),

<S?>=<y|Sly><w|S|v> h2(2+32+42) 25K7 _ 1

== = —0 = = —_—

Y Vi =EIT= 000 100 4

3wk , ,
Tendremos que <o > =< 0'|§>| > =+ T - T = 7 # 0. Habra pues una INCERTIDUMBRE en la medida del
2
| ?l que es intrinseca en QM.
z z -

— — fl
Tenemosque < § > <y | S |y >= 5(0,3,4)

En coordenadas esféricas, como < ? >CYZ — ¢ =n/2,yponiendo la
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4h 3n
, . <8> _q0_4 <85> 1o
camara enfocando al eje X, vemos que: cosf = ————— = e =
‘ <S> ‘ > >

Como < § > = (0, < |S|sind, < |S|cosf > ) =|< 8§ >1(0,sin6,cos0), vamos a aplicar nuestros

conocimientos y suponer que tenemos un dispositivo (MAQUINA) que puede rotar sistemas cuénticos, en este caso, el SPIN (pe,
campos magnéticos).. Nuestra MAQUINA va a rotar un angulo @, en sentido positivo (mano derecha) alrededor del eje X, con lo

gue < § > pasaré a estar completamente sobre el eje Zy como < S > = f/2 tendremos que :
—
R.(0)< S > =1(0,0,n/2).
Pero, ¢codmo se rota un estado cuantico?, ;un vector de dos componentes complejas?. Pues asi de facil, con

) — —_— = h
e lhsxll// > = | w > vy para calcular su valor esperado haremos: <l;/ [ S| l//> = <O,0,5>

p (0 1)
) . _ils “m\1 0 (0 1Y).(0 1 01
. 70X — : = - =—1
Célculos previos: e e vl <1 O) ! (1 0> 1 <1 ()> I:

01

! 0> —>[1*=—1. Tambiénsabemosque ¢ =cos@ +isind , luego:

Llamando: [[] =1 (

-2 6
e 10 eTEl, con [[]* = — 1 ; de donde

o0 1
2\ o) <_—0) +[sin <_—0) = cos <€> —Llsin <€>
e =cos | — )= ) >

01
_i8
Tenemos pues que: e 2<1 0>:cos 4 1—il! O)sin O\ _ (cos0/2 —isin6/2
2 01 2 isind/2 cos@/2

1+ cosf i 1 —cos@
Es sabido que: cos@/2 = T; sin@/2 = — por lo que:

0 1 R
0
[1+4/5 /9 [1—4/5 [1 "7( >
cos0/2 =y /——— =4/—; sin@/2=4/—— =4/— . Conesto, e 1o/ _ \/1_.0 vIo
2 10 2 10 — 3

V10 /10
Aplicando ahora el giro @ entorno al eje X a |y > :

z

<85>
Y
X
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— 1 (3 —i 1 (3 —i\ 1 . 1 <3 —i) 1 (3) 1 ( 9+1 > (1)
>=— . >=— . — (3]1/2>+4+i-1/2> ) =— . — ) == . L) =
v 7/10 <—l 3>|W +/10 (—l 3/ ./10 ( ! ) 1o \=i 3/ /10 \i 10 \=3i + 3i 0

Voilal |y > = <(1)> =|1/2 >, donde |1/2 > es valor propio de S :

S,11/2>=n/2|1/2 > . Luego, si midiésemos el valor esperado de S, una vez hecha la rotacién, con un 100% de

probabilidad, nos darfa /2. Lo que concuerda perfectamente con que después de la rotacion tenemos < § > eneleje Z

Vamos ahora a calcular el promedio < §X > de < §y >yde < SZ >

<S8, >={(¥ISI¥)=01 0
<5 >=(¥Is17)=0 0

~ o J— i~ hlflt o\(1\_n 1\_»n
<SZ>—<l//|SZ|l//>—(l 0)5<0 _1><0>—2(1 O)<0>—2

jFantésticol, es lo que esperabamos, nuestro vector rotado da: <3;7 | S| Fl/7> = <

o
=]
SIS
~—

— — a
Conclusion: < § > funciona como un “vector” pero se calcula < w | S |w >, con |y > = <b>’ a,b € C. Raro, raro,

raro.

Si hacemos giros entorno a los ejes es como si girasemos la funcién de estado | ' >y ciando observamos el valor esperado del

—~

— —_— _'Q PO —
spinesahora < § > = <1// | S| 1//>. iEs laleche!l Ene i S), es § el que gira.

Javier Garcia promete un nuevo video para tratar el caso de s = 1 pero sera en un futuro y tendremos el “JUGANDO CON EL
SPIN (2/2)”
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VIDEO 15/17. “EL GRUPO DE POINCARE 1/3”

) 2 . x—vt
TRANSFORMACIONES DE LORENTZ: ' =———; X =
=22 -2
(12 C

ok Bn el apéndice V se insertaran unas aclaraciones sobre la transformacion de Lorentz extraidas del video-curso de Javier
Garcia de Videos de Divulgacion, “Introduccion a la Relatividad Especial”.

El grupo de Poincaré incluye la transformacion de Lorentz, las rotaciones y las traslaciones. Toda teoria fisica ha de ser invariante
bajo el grupo de Poincaré para que describa la realidad tal y como la observamos.

Estamos en el caso concreto de la relatividad especial, en un universo plano, no curvado por la gravedad (eso se analizara en el
curso de Javier Garcia de “Relatividad General”).

Tenemos un espacio-tiempo de 4 dimensiones (espacio de Minkowski) con unas coordenadas X0 (que sera el tiempo 1) y xl, x2, x3
0

(que son las x, y, z de siempre). Por motivos dimensionales tomaremos x* = ct, asi todas las coordenadas tendran dimensiones

de longitudes.

. v 1 1
Definimos: f=— y y = =
¢ V1 =v2/c? \/l—ﬂz
) xo—%x1 ) xo—%xo
Con ello, las tranf. De Lorentz se escriben como: x'' = ——5— =y (xO - /J’xl) axl=—L =y (xl —/)’xo)
1 12
2 2
Obviamente: x2 = xz; X = x3; x% = ¢#’. Estamos realizando un boost o tranf. de Lorentz en el gje X.

Vamos a comprobar que (xo/)2 — (xl’)2 - (x2')2 - (x?’/)2 = (xo)2 - (xl)2 - (x2)2 - (x3)2 , Que sera lo que nos

permitira generalizar a un grupo de lie.

, , n2 N2 2 2
Como x?' = xz; = x3, bastara comprobar que (xo) - (x] ) = (xo) - (xl) . Por las trans. de Lorentz sabemos que:
2 =y(x® = pxh); xU =y (=px"+x1), conlo que:

(xor)z - <x1/>2 = y? (xo —/}x1>2 —y? (—xoﬂ +xl)2 =y [<x0)2 + 2 (xl)z — Zﬁxoxl] —y? [(x0)2 B+ (x')2 - 2/}x0x1] =

=2 [(1-7) 6+ (= 1) ()] = =

1-p2
1 0 o o)
1
Una forma de expresar la cantidad (xo/)2 — (xl’)2 — (xz’)2 — (x3/)2 es (xo' x!" 5% x3’) 0 =10 01)x ,
0 0 —1 0 ||x2
0 0 0 -1)|,3
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1 0 0 O0})[~* 1 0 0 O0})]|*
0 -1 0 0 |]x" 0 -1 0 0|«
Luego acabamos de ver que: (x0" 1" x2' 3 =(,0 ,1 ,2 .3
g q (x X X7 X ) 0 0 -1 0] (x X X x) 0 0 —1 0[]
0 0 0 —1)|,% 0 0 0 —-1)|,3
Si llamamos A a la matriz que pasa de las coordenadas sin primas a las coordenadas con primas, x i\) x': x'=Ax,

0’ 0
0

—_
=
<
=
=
N
=
w
~
Il

transponiendo la ecuacion: (xo ¥l 52 x3) AT y sustituyendo mas arriba:

2

Il
>
HoRoR N
[N}

L TR S a TR}
w2

3

1 0 o o) [*° 1 0 0o o)
0 -1 0 O x! 0 -1 0 0|«
0 1 ,2 . 3)AT A =(,0 1 2 .3
(x X X x) 0 —1 0 2 (x X X x)o 0 —1 0 2
00 0 -1) (23 00 0 -1)(z3
1 0 0 O 1 0 0 O
47 ]10 -1 0 O 0 -1 0 O . .
Conclusion: A 00 -1 0 A 00 -1 ol Lo que nos proporcionara la clave para encontrar estas
0 0 0 -1 0 0 0 -1
matrices A.
1 0 0 O
La matriz 8 _01 01 8 = g se le llama métrica. Tenemos una TRANSFORMACION DE LORENTZ GENERICA que va a
0 0 0 -1

dejar INVARIANTE la METRICA: ATgA = g

Se llama BOOST a la relacion entre dos sistemas de referencia que uno se mueve con velocidad v respecto del otro y en el que se
cumplen las transformaciones de Lorentz: x*" = y(x? — gx1); x!" =y (! = px0); x® = x?; x¥ = x>. Como en este caso
el sistema de referencia con primas se desplaza a velocidad v respecto del sistema sin primas, se suele hablar de un x-boost.

También se puede hablar de y-boost, z-boost incluso de 7i-boost (siendo 7 una direccién arbitraria).

En grupos de Lorentz también caben las rotaciones, si son respecto del eje xl, la Unica coordenada que cambia es x! = Rxl.
Las transformaciones de Lorentz incluyen boost y rotaciones. Poincaré = Lorentz + traslaciones.

Las rotaciones cumplen que RRT = I, de ahi dedujmos que det(R) = £ 1 yelegimos det(R) = + 1 para representar a

las rotaciones ordinarias. (el caso — 1 podria ser de reflexiones).

Del mismo modo, ahora tenemos AT g A = g: tomando determinantes: det(ATgA) = det(g) = —1, luego
—1(det(A))>=—1—> det(A) == 1. Enelcaso de tener det(A) = + 1 se dice que estamos ante una trans. Lorentz
PROPIA y si det(A) = — 1 se dice que la trans. Lorentz es IMPROPIA.

Si el primer elemento de la matriz A4,4, Ay > 0, latransf. Es ORTOCRONAYy si A ; < 0 ANTI-ORTOCRONA. Elhecho de
que sea ortocrona significa que t’ y t tendran el mismo signo.
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Vamos a centrarnos en transformaciones de Lorentz PROPIAS y ORTOCRONAS (las otras tendran su interés para casos de
paridad en teoria cuantica de campos).

Vamos a empezar con los grupos de Lie. Recordar que en rotaciones hicimos que si RRT = 1 y consideramos una votacion
infinitesimal R (&) = I + £ G, donde G era el generador de las rotaciones, vimos que deberia ser antisimétrico: GT = — G .

Apliguemos esto a las transformaciones A de Lorentz.

Partimos de ATgA = g y consideramos una transf. Infinitesimal: A ~ I + A. Latrans. de Lorentz depende de un Unico
parametro, la velocidad v con que se mueve un sist. referencia respecto del otro. Obviamente, para v = 0 tenemos que A(0) =1

yparav < <c: A~ I+ A. Levando esto a la condicién de que la transf. ha de dejar invariante la métrica (ATgA =g),
tenemos que:

I+A)TgU+A)~g, U+AgU+A)~g; U+AT)(g +gA)=g;

g+gA+ATg +ATgA =g; peroATgA = O(A?) ~ 0, dedonde: gA+ATg =0

1 0 0 O
. 1o -1 0 o . . ,
Atendiendo alaformade g = 00 -1 ol consideramos la matriz A como:
0O 0 0 -1

m py P P3 n

N g 912 4913 T N m pT 1 0
A= ; = ; =|n; . Simplificando: A = =

Ny 421 4922 4923 P (Pr P2 Pa) ni o PTIPTEERE <n V8

n3 431 433 4933

Sustituyendo en la condicion. gA + ATg =0,

(0 )0+ G )62

2m=0-m=0
pT—nT=O—>pT=nT—>p=n
— antisimétrica como en rotaciones.
—-n+p=0->p=n 43x3

(o) = (% 2)+( 2= o)

—-g—q"=0->qg+q¢"=0->9"=—¢

0 a b c
a 0 -n3; n,
Porloque A = b o 0 —n
c —ny, n 0

Por todo lo visto hasta ahora en Grupos de Lie sabemos que al hacer una transformacion infinitesimal A = 1 + A; A~ 0, en
A

un grupo de Lie se cumple que A = e, con lo que:
0100 0010 000 I 000 0 00 00 00 0 0
1000 0000 0000 000 0 00 01 00 -1 0
A=
<P lalo 00 olt2[1 0 0 ofo 0 0 oo 00 —1][T™]o 0 o0 0o|T™|o 1 o o
0000 0000 1000 001 0 0 =100 00 0 0

Expresion donde aparecen los generadores del grupo de Lorentz.
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La notacion oficial (por motivos que se explican el el video-curso de “Relatividad General” de Javier Garcia) para los 6 parametros

del grupo de Lorentz es, para a, b, ¢ se usan, respectivamente 0’ 2 o’ 2 a)g y a las matrices a las que multiplican

(generadores) K 1, K 2, K3 que son los generadores de los boosts (transf. Lorentz) en las direcciones x, y, Z vy alos parametros

ny, Ny, Ny se les llama ? 35 ! 35 ! > que multiplican a los generadores (matrices) Jl, Jz, J3 que son los generadores de las

rotaciones en los ejes x, y, z. Asi:

Azexp[a)o]K1+(1)02K2+a)03K3+m23.]l+a)l3.]2+a)12]3]

Recordar que e4*B = e4e® solo si A y B conmutan. Es por ello que si, p.e., A = exp [2K' +5J3] # eZKleSﬂ, no podemos
ver esto como la aplicacion de un giro entorno al eje z y de un boost entorno al gje x, aunque hay un teorema que demuestra que
un boost en cualquier direccion se puede descomponer como un boost alrededor de x (0 de y o de ) y de dos rotaciones:
A=RAR.

Falta por introducir las traslaciones para tener un grupo de Poincaré que sera decisivo para saber si una teoria fisica es o no viable.

Grupo de Lorentz: {A/ATgA = g}, con A =exp [a)o L K'+0 K2+ 0" 3 KP4+ 0?37 0! 3 77 +0! J3]
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VIDEO 16/17. “EL GRUPO DE POINCARE 2/3”

En este capitulo vamos a hacer un cambio en la métrica que no va a afectar para nada a los resultados obtenidos hasta ahora.

-1 000
Copnsideraremos g = 8 (1) (1) 8 . Recordemos que :
0 001

Grupo de Lorentz: {A/ATgA= g}, con A =exp [a)o (K'+0° ) K2+ 0° 3 K+ w? s+ ol I+, J3]

Vamos ahora a escribir un boost el el gje x, un x-boost: A = exp [a)Kl] , donde K! =

S O OO
S O OO

oS O = O
SO O~

0 b oo st
rot aci ones

oo rot aci ones

st rot aci ones

Podemos pensar que los generadores del grupo de Lorentz son de la forma

Continuemos con nuestro x-boost A = exp[w K 1] y busquemos su expresion matricial, aunque es de esperar que obtengamos:

¥ = y (xo — ﬁxl) cxl = Y (x1 - ﬁxo); x? = x2; =3 por lo que lo que deberiamos obtener es algo asi como:

vy —vp 00
A= _(J)/ﬂ g | 8 . ,Como puede ser esto?, jquién es @?. Al identificar lo que obtengamos con lo que esperamos le
0 0 01

daremos una interpretacion a @ .

0100
1 000 . . . o . .
Para calcular A = exp |w 000 0 usaremos un teorema que dice que si una matriz A es simétrica, es diagonalizable:
00O0O
A4 0 0 0
. A Dasl 04, 0 O
A =MDM™", con D una matriz diagonal (la de los valores propios) y ahora: e = Me“"M™",con D = 00 4 0
3
0 0 0 A
el 00 0
D e$ 0
(donde los 4, son los valores propios) y tendremos que para una matriz diagonal e~ = 0 10 y obtener la expresion
€3
0 0 ef

matricial del x-boost A.
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0100
. , . L . 1 000
Haciendo uso de un sw de calculo matricial podemos obtener rapidamente que los vectores y valores propios de 000 0
0000
1 1 0 0
son: (l) < Vv.p I; _01 < Vv.p -1 (1) <Vv.p. 0; 8 Sv.p. 0
0 0 0 1

M es la matriz de los vectores propios y D la de valores propios, podemos comprobar que:

-1

1 1 00Y(1 0 00Y(1 1 00 0100

1 -1 0o0f[o =1 0 0fft =1t 00] _ft o000

o0 0o 10[lo o ooflo 0 10 0000

00 01Jlo o ooJlo 0o 01 0000

Al aplicar ahora que e = MeP M=, tendremos:

_ 1 - Lo 1 -0o_1 o

1 1 00Y(er 0 0 0Y(1 1 0 o) [2¢7+t7¢” 7¢77=2¢" 00| (oshe sinho 0 0
[ I e e e B R
o0 01)lo o o1Jlo o 01 8 8 (1)(1) 0 0 01

coshw sinhw 0 0
A= sinhw coshw 0 0
10

01

Ya tenemos nuestro x-boost en funcion de w :

0 0
0 0
0 . 0
X coshw sinhw 0 0)]|*
xV sinhw coshw 0 O|x'| .. .. . )
Al hacer = e identificar el resultado obtenido con el que esperabamos, vemos que
$2 0 0 1 0]],2
i 0 0 0 1)1,3
coshw =y; sinhw = — yf. iCarambal, para arregla esto del signo menos podemos decir que para hacer un x-boost hay

que poner A = exp[—a)Kl] (en lugar de escribir A = exp[a)Kl] ). Con esto:

coshw —sinhw 0 0
_ coshw = v
A=|"sinho cosho 0 0 . N tanhw = =——> v=c-tanhw; vy o estan
0 0 10 sinhw =yp c
0 0 01
relacionados.
1
v nunca puede ser mayor que ¢, latanh w <1 5 i 1 2 3
L3
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coshw —sinhw 0 0
x-boost: A = _SZgh(U COu:)ha) (1) 8 ;
0 0 0 1
coshw 0 —sinhw 0
0 1 0 0
-boost: A = .
yRos —sinhow 0 coshow Of
0 0 0 1
coshw 0 0 —sinhw
z-boost: A = 8 (1) (1) 8
—sinhw 0 0 coshw

v=c-tanhw

Vamos ahora a por un 7fi-boost. Usaremos coordenadas esféricas: 1 = (sinH cose, sinf sing, cos@)

o En el apéndice VI se dan unas aclaraciones sobre coordenadas esféricas extraidas del z
video-curso de Javier Garcia de Mini curso de MECANICA CUANTICA (A lo Feynman), “42-
Deducciodn del Laplaciano en coordenadas esféricas”, en los minutos 10 al 20.

En la direccion 7i tenemos otro sistema de referencia x’, ¥', z' que se desplaza a velocidad v

respecto del sistema x, y, Z 'y queremos relacionar las coordenadas de ambos, el boost.

Llamando 71 = (sinH cos¢, sinf sing, c0s9) = (ny, ny, n3) , el boost que buscamos
sera:A = exp[—a)(anl + 1121(2 + n3K3)] , pero hay un modo mas préactico para este calculo
(se puede demostrar): A = RZ((]b)Ry(H )Boostz(a))Ry(—H)RZ(—qﬁ)

Vamos por otro asunto: los CONMUTADORES de los generadores del grupo de Lorentz.
1] =g b KL K =—epdb [T K] =g K inj k=123
Curioso: el conmutador de dos boost da una rotacion y el de una rotacion con un boost da un boost.

{Jl, J2 3, K K2, K3} forman un algebra cerrada, sus conmutadores dan combinaciones lineales de ellos mismos.

SR'

Y, ahora si, vamos con las TRASLACIONES.

Velocidad SR’ respecto de SR: v = 0

No hay rotaciones

Solo hay una separacion espacio-temporal @ = (aO, al,a?, a3) =cte
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La Unica forma de incluir estas traslaciones al grupo de Lorentz con los boost y rotaciones es hacer: x’ = Ax + a y la Unica forma

de arreglar matricialmente esto es usar coordenadas homogéneas (necesitaremos un 1 ficticio):

' X A a
)= A a ( ) — x'=Ax +a. Enrealidad, la transformacion seria: Tl =P ya. Estoesaloque
1 01 1 Oy 1 -

llamaremos transformacion de Poincaré.
Los generadores del grupo de Poincaré seran: {Jl, J2, 3, K K% K3, PO, P, P2, P3}, 10 parametros.

Por ejemplo, para una transformacion temporal tendremos que:

000O0T1 1 00 0 ac
000O0O 0 0100 O
PP=100000[—=e*=l0010 0

000O0O 0001 O
00 O0O0O 00O0O0 1

Vamos a comprobarlo:

(100 0 ac) (] [x*+ac

Xl 01 00 Of]x! x!

=100 10 ofl2]=] 2 |- comox’=ct: xU=ct+ac=ct+a)

i 0001 0]f,3 3

1 00O0O0 1 1 1

El GRUPO DE POINCARE (boost, rotaciones y traslaciones) tiene 10 generadores: {Jl, J2, J3, Kl, Kz, K3, PO, Pl, P2, P3}

Y las relaciones de conmutacién ahora se amplian con:

V,P1=0; i=123

[V, P = ey P i)k =123
[K,P1=P; i=123
[K,P1=P% i=123

K, PI1=0; i#je{l1,23)}

En el proximo capitulo veremos la importancia del grupo de Poincaré, tota teoria fisica ha de ser invariante bajo transformaciones
de Poincaré.
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VIDEO 17/17.

“EL GRUPO DE POINCARE 3/3”

Estamos en un espacio-tiempo 4-dimensional donde la métrica viene dada por g =

O = O

0

y las transformaciones de

SO = O O
- o O O

Lorentz dejan invariante esta métrica, en el sentido que ATgA = g. Con A tenemos cubiertas las transformaciones por boost

(entre sistemas de referencia inerciales (que se mueven entre ellos con v constante) y las rotaciones.

También hemos introducido las traslaciones: x" = Ax + a, con a un 4-vector del espacio-tiempo constante que mide la

x0

1

traslacion entre los sistemas de referencia:

x2
x3

XO (lo

1 1
X a

=[5 1+]9,
X a

X3 (13

Consideremos ahora dos sucesos A y B en el espacio-tiempo. En el sistema de referencia SR (sin primas) las coordenadas de

Ay B son (xg

(o xd

0 1 2

1 .2 .3
Xo XA XA) y (XB Xgp Xp Xp

B B

3

). En el sistema de referencia SR’ (con primas) las coordenadas son

3') y (xg’ v ox3 xg/), donde: xy = Axy +a y xp = Axg+ a. Ahora calculamos el cuadro-vector que

une los sucesos Ay B: 4 —vec = xz — x4 y nos preguntamos por su “longitud”. Hemos de hacer el producto escalar de

4 — yec por si mismo que sabemos que ha de ser invariante, independiente del sistema de referencia escogido.

4—vec - 4d—vec =p—xy) (Xg—2x4) = (AxX0, Ax', .. ) g |Aax'|=- (Ax")2 + (AxH2 + ..., resultado que

esperamos que sea el mismo medido en SR’

Luego, el producto escalar de un 4 — vec por si mismo: (4 — vec) - (4 —vec) = (Ax)T g AXx representa la “longitud” al

cuadrado del cuadri-vector. ( En el espacio-tiempo, dos vectores a y b, escasamente se multiplican como: a - b = a’ gb).

Vamos a demostrar que la “longitud” es invariante bajo una transformacion de Poincaré. Nos preguntamos si

S —x3) - (xp—x3) = (xg — xy) - (xg — x4)?

Como (xz — x3) = (Axg +a) — (Axy + a) = Axg — Ax, = A(xg — x,), tendremos que

(xp —x4) - (xp — x4) = Alxg — xy) - ALy — x4) = [AGp — x )17 g Aleg —xy) = (x5 — x)TATgA Gy — x,) =

Como ATgA =g

=(g—x) glg—x,) =g —x,) - (x3—x4) qged

El producto escalar de un 4 — vec por si mismo, su “longitud” al cuadrado, es un INVARIANTE bajo transformaciones de

POINCARE (y también de Lorentz, ya que al restar Xp — X, las traslaciones se anulan)
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1 0 0 0
o , 0 1 0 0
Ahora nos proponemos buscar una base en el espacio-tiempo y elegimos la § ¢; = 0 ,8y = 0 ,e3 = 1 N 0
0 0 0 1
El cuadrivector anterior que unia dos sucesos del espacio tiempo A y B se escribird, en esta base, como:
0_ .0
e 1 0 0 0
Xp — X4 0 1 0 0
2 | = (xg — xg) 0 + (xé - xf{) 0 + (xl% — xf) 1 + (xg - xg) 0 = (xg - xX)eO + (xé — xj)el + (xé — x})ez + (xg, — xj’)e3
B XA
xg _ xg 0 0 0 1

Cualquier cuadrivector A = (A%, A!, A%, A%) ha de cumplir que A - A ha de ser un invariante Poincaré:

A-A=(A% A" A%, A% (A% AT A%, A%) = (A%)2epey + APAleye, + . ..

-1 0 0 0)(1 -1
Pero: e, ey =elgey=(1 0 0 0) 8 (1) ? 8 8 =(1 0 0 0 8 =-1
0 00 1)\0O 0
-1 0 0 0}(0 0
y e,cep=elgeg=(0 0 0 0) 8 (1) (1) 8 (1) =(1 0 0 0 (1) =0
0 0 0 1)\0 0

Se puede probar que: epeg =1;  ee; =1; i =1,2,3; e, = 0; 4 #v :0,1,2,3 (subindices latinos: 1, 2, 3; subindices
riegos: 0,1,2,3)

De otro modo: ¢ ¢, = g,, donde g,, es el elemento u, v de la métrica g.

Luego, A-A = — (A2 + (A2 + (A2)? + (A3)?

Enotro SR’ tendremos: A = A%¢y +Ale; + A% e, + Aey,

S O =

En SR', ¢y = , Pero, ¢,cOmMo se ve e en nuestra base de SR {eo, e1,€;, 63}?

0

eor == MOOBO + MOlel + M026‘2 + M0363 ) ytambléﬂ elr = Mloe() + Mllel +M12€2 + M13e3 ’ etc.

eOr eO
- €y €] - .
En forma matricial: e | = M es | Nuestro objetivo es encontrar esta matriz M.
2’ 2
631 33

eO/ eo

el/ el
= 0’ 1 2’ 3’

ex| = (A0 AV AY A¥)M

63r 83

A= AO/EOI +A1/€1/ +A2/€21 +A3/e3, = (AO/ A]’ AZ’ A3')
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€
Y queremos que coincida con A = (AO Al A? A3)

€3

Luego: (AO’ Al A? A3')M = (AO Al A2 A3) , para que los dos observadores vean el mismo 4-vector.

A [A°
I 1

Trasponiendo la ecuacion anterior: MT iz, = iz , mascorto: MTA'=A
A A3

Comox’=Ax +a - Ax'= AAx y,porello, A’ = A A para que le “longitud” sea invariante.
ahora: MTA' = MTAA =A > MT'A=1; MTAA'=A"" > MT = A1, esdecirr M = (A_l)T

Parapasarde e, a e, hayque multiplicar por (A~HT: e, = (A_I)Teﬂ. Y A'=AA

0’ 0’ 0’ 0’
0 Ay AT Ay Az |(,0

X X
. - xV Ay AN AL , / .
En notacién matricial standard: = — x* = A" x , donde hemos usado la notacién de
2/ A2 A2 A2 AZ 2 vy
X 0 1 2 31|*
x> x3

3 A3 A3 AY
Ap A1 Ay A3
Einstein de que los indices repetidos se suman.

Para cualquier cuadri-vector, sus componentes cambian como AF = A¥ , AY . Para los vectores de la base teniamos
A) AL AY AR
LT 5 nr |AY AL AT A
ey = (A7) e, . Con lanueva notacion standard:(/\ ) = . | 5 s~ e = A;,ey
A ’ A.2/ A ’ A2/
A) AL A3 A

En conclusion. A = A%+ Ale, + A%e, + Adey; en SR, 0o A =A% +AVe; +A% ey + A ey es SR’ esun

cuadrivector si sus componentes se transforman como x# = A’If X, y los vectores de la base como e, = A’; e, Yy ello implica

que A - A es un invariante Poincaré.
Ahora, en fisica relativista, para hablar de vectores necesitamos que sean invariantes de Poincaré.

¢Cual es la ley que rige el movimiento de las particulas?: _Principio de Minima
Acci6n: B

Para cada teoria hay que construir una ACCION relativista que nos dird cémo se
moveran las particulas en el espacio-tiempo.

De todas las posibles trayectorias para que una particula de masa m vaya del punto A
A al B del espacio-tiempo, la correcta sera aquella que minimiza la accion.

Para la accion necesitamos que:

* sea una magnitud escalar e invariante Poincaré (dar lo mismo en los diferentes SR inerciales que consideremos)
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* Debe proporcionar las leyes de Newton para v < < ¢

El escalar que cumple todo esto es el INTERVALO (“longitud” al cuadrado): d 52

ds’=dx-dx = (dx)T gdx =-— dx®)? + ([dxH? + dx>)?> + ([dx>?; ds = +\/ds?

B
Y definir la accion como: accion = [ d s, pero esto tiene un problema, para v < ¢, permitido, ds? <0 y tendrfamos
A

problemas con la raiz. Para corregirlo se toma:

B
accion = J \/(dxo)2 —dx)? = (dx?? - dx*? =>
A
Lo que realmente estamos calculando es el tiempo propio, el que mediria un observador montado sobre la particula que viaja por el

espacio tiempo entre A y B. Cualquier otro observador medira un tiempo siempre mayor, pero todos coincidiran en el mismo
tiempo propio (invariante Poincaré).

_J'B (dXO)Z_(dxl)Z_(dXZ)Z_(dx3)2dt
A (dr)?
2

dx° cdt\? ) dx! .
Como | — =|— =c° — ==X
dt dt dt

B

B
_>=J \/cz—fc2+)'72+z'2dt =J

A A

1
Por Taylor: f(x) =V 1 - Exz, para x pequefos. Haciendo x = v/c:
B 1/v 2 B V2
>=] c|ll—=|— dt =| (c ——)dt
A 2\c A 2c

1
Algo falta, esperabamos algo similar al resultado clésico parav < < c: J(Emvz — V(x))dx , para una particula liore

1
V(x) = 0, algo como. ngvzdx . Veamos como arreglarlo:

Tenemos : ¢

B

Nno es preocupante, ya que en J K , una constante no afecta. Luego hay que derivar.
A

El término —m c?

La accidn correcta a considerar, para que sea invariante Poincaré y que reproduzca la mecanica newtoniana cuando v < < ¢ es:
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Ahora hay que buscar la minima accién.
Esto lo resolvieron Euler y Lagrange.

% En el apéndice Il se dan unas aclaraciones sobre ecuaciones de Euler-Lagrange extraidas del video-curso de Javier
Garcia de Mini curso de MECANICA CUANTICA (A lo Feynman), “2-Funcional y derivada funcional y 3-Lagrangiano”.

2

Y
Llamando & = —mc 1- — (lagrangiano) vy aplicando la ecuacion de Euler-Lagrange:
c

X mvx
—mc = = = Yny(mvy)

v, 2\/1 2 \/1 2 sqrtl — p2
C2 C2
0

Obviamente, 2 (mv,)
viamente, = mv,),
ov, HONA

0Z ) —2v,/c? my

Fl Yoy (mv,);

Z

Hablando del tri-vector velocidad (para este caso se conserva la notacion con flechitas) v = Vs Vys vz), tenemos que
o0&

F Yo (m V') .

Ahora hay que calcular: i <E> = g = 0. Lo que significa que i <E> =0, luego. i (}/ m7> = 6 pero
dt \ ov ox dt \ ov ’ dr \' ’

L .

ﬁ = p , eltri-momento. Luego: y,y mv = p = cte

Pero deseamos trabajar con cuadri-momentos: p = poeo +plel + p262 +p363 = poeo + 7, con P el tri-momento.

. ’ . s . 7
De momento, las leyes de la naturaleza nos dicen que nuestra particula libra ha de tener ﬁ' = cte. Asumimos que p sera tal

que p = cte Y, por otro lado, p2 ha de ser un escalar de Poincaré.

PP=p-p ==+ (@Y +PH*+ (P> =cte =b. jquévaldrap®?

b =—(p" +y*m*(v} + vf +v2) == (p°)? + y?m?v?, por lo que

(P% = y2m?v? —b; pO = /y2m2? —b =
- - 0 ) v2 0 —b
Como p = ymVv, deseamos p° = ymc, tomando b / mv* + —2b =0, tendremos p" = T 22 =y\V-b
—vZ/c

C

2.2

2
v
Con esta imposicion. m*v? + —2[—m202] =0, tendremos que tomar.b = —m“c* = cte
c

Asi tendremos que p° = yv/—b = yVm?*c®> = ymc ytodocuadra. p =ymvV; p’=ymc - p=p°+ 7P yya
tenemos el cuadri-vector momento.
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B 2

. V .
Conclusion: una particula libre relativista responde auna accion = —mc? 1 — — ) dt ylas ecuaciones de
A c?
o d my . . .
movimiento son que — | ————— | = 0 que equivale a decir que el cuadri-momento es constante:

dt V1—=v2/c?

p =ymcey+ymve +ymvye, +ymves = cte.

En una colision relativista, el cuadri-momento es constante: Pf + pé = p{ + pg

En préximos videos trataremos la derivada de Lie, Util en relatividad general.

Nacho Vallés 2018


http://goo.gl/AM75Jd

GRUPOS DE LIE (Apuntes de los video-cursos de Javier Garcia) 00.9l/AM75Jd Péagina 71 de 90

APENDICE I: VALORES Y VECTORES PROPIOS. (Video curso “Mini curso de MECANICA
CUANTICA, a lo Feynman”, capitulo 8, de Javier Garcia)

ol
Uy bmm e e o

|
Empecemos con unos recordatorios: |
I
1

Una base de un espacio vectorial en R? son dos vectores B = {ﬁ]’, Uy } linealmente

independientes, es decir, de distinta direccion. Cualquier otro vector Z se puede expresar de forma

Unica como combinacion lineal de los vectores de la base B, asi: 7 = x'u; +y' u, = (x/, Y)g. X',y sonlas componentes de

Z en la base B.

En fisica nos interesan las bases ortonormales: los vectores de la base han de ser ortogonales u; L u, y han de estar

. . s —_— —_ s . o
normalizados, es decir, su médulo ha de ser 1, | U | = | Uy | = 1. A esta base, la méas sencilla de R? se le llama base canénica:

C ={1,0,0,D} ={i,j}.

CAMBIO DE BASE: Consideremos la base B = {u;, u, }, conu; = (”m u1y> s Uy = <u2x, u2y> ( vectores bésicos
c c

de B tal y como se expresan cada uno de ellos en la base canénica C). Si. V' = (x’, y’)B, $,CcOMO se expresara ese vector en la

base C?

- o > > ’ g g , s e
V= (x,y)B=xu1+yu2=x <u1x1+u1y])+y <u2xl+u2y]) =

= (x/ulx + y/uzx) |+ <x/u1y + y/u2y> f = (x/ulx + YUy, Xup, + y/u2y>c

Si expresamos los vectores como matrices columna en vez de como matrices fila, podemos escribir la transformacién de cambio
de base matricialmente asi:

x' Uy Upy x’ X , , )
1 Bl O u . .= ( ) . La matriz de cambio de base de la B — C esta formada por las componentes de los
y B ly "2y y Ye

Uy Uy
vectores de la base B expresados en la base C en forma de vectores columna: (ﬁ; _’2) = < .

Veamos un ejemplo numérico:

B={u,m); u=021)c; uy=(=21)c

- - -
L

V= QD) =21+ =227 + )+ (=27 + ) =27

0, =@ »6),-C2)0E)-0)

Las matrices 2x 2, en [R2, transforman unos vectores en otros: AV = W . Por ejemplo, la matriz

A= <(1) _01> , en la base candnica C, gira los vectores un angulo de +90°.

5]
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() DO

El problema es, si queremos rotar +90° un vector de la base B, lo que podemos hacer es, mediante la matriz de cambio de base
de B — C, aplicérsela al vector, una vez escrito el vector en C aplicarle la matriz A de rotacion y luego usar la matriz inversa del

cambio de base (B — C)_1 = C — B, para volver a escribir el vector en su base B original:

x Uy Uy x’ X L, 0 —1 Uy Upy x’ -
] = . .= . Ahora la rotacion: . . , | - Y, por ultimo, volvemos a
Y') g Uy Uy y Y/ 1 0 Uy, Uy y
u

-1
" ; base B original: Ix Uox 0 -1 Uy Upy x'
expresar este vector en su base B original: uyy iy, 1 0 Uy, iy, Y

Podemos considerar esto como el cambio de base de la matriz AC — AB, de este modo:

-1
Uy Uy Uy Uy — 5\ - — Upx
Ap = <M1y iy, Ao T (“1 2) Ac (“1 2) ; donde i = u, ) k = 1,2 son los vectores

-1
de la base B expresados en la base C. Para recordar la férmula, la podemos escribir asi: Ag = (ﬁl) 72) Ac (ﬁl) _'2)

-1
También podemos pasar unamatrizde CaB: A, = (ﬁl) 72)143(;1) 72) (No hay méas que recordar como se despejan

las ecuaciones matriciales: X = MYN~™! > M XN =M"'"MYN-'N=1YI=Y

Ahora ya estamos preparados para meternos con los valores y vectores propios o diagonalizacion de matrices.

VALORES Y VECTORES PROPIOS.

51
15

Consideremos la matriz A, que expresada en la base canonica C tiene la forma: A = ( > . Nos preguntamos, ¢existira una

base B en la que esta matriz sea diagonal?

Recordar que una matriz cuadrada es diagonal sia;; = 0, Vi #j A a; #0

Si la respuesta a la pregunta es si, podemos diagonalizar matrices.
A la base en que la matriz se puede diagonalizar se le llama BASE PROPIA, que estara formada por los VECTORES PROPIOS vy los
valores de la diagonal principal de la matriz diagonalizada se les llama VALORES PROPIOS.

. 51 A4 - — .
En nuestro ejemplo AC = 1 s - Ap = N E Los vectores uy, U, , expresados en B tiene por componentes,
2
A O A
obviamente: 1] = (é),ig <(1)> . Lo que ha de pasar es que: Aglt; = (01 P > <(1)> = (01> =y, Agity = Aylts
2

Tenemos que hacer:

== (3 D) 0)=16)- (D 0-0-()-C L) 0=
1 5)\V y 1 5)\V y 0 1 5-1)\V 0/
que es un sistema HOMOGENEO de ecuaciones lineales, y por ello siempre compatible. Si fuese compatible DETERMINADO, la

0
0

Unica solucion que admitiria el sistema es la solucion trivial (y) = < ) a todas luces indeseable, asi que lo que debemos exigir
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es que nuestro sistema sea compatible INDETERMINADO y que tenga infinitas soluciones, para ello basta con que
det (P74 1 00 GAPolz0oGoipalo{> "tz 12h=0
= e d —_ —_ = — —_ = —_
‘N1 os-2 5-1=1-A,=4

Ya hemos encontrado los VALORES PROPIOS al exigir que det(A — A1) = 0.
Al ser el sistema compatible indeterminado solo queda libre una ecuacion, p.e. la primera:

/11=6—>—x+y=0—>y=x—>ﬁi=<i)
G-MDx+y=0-

AI=4—>X+y=0—>y=—x—)El)=(ll>

Conclusioén, la matriz A~ = <? ;) se puede diagonalizar como A = (8 2) enlabase B = <}> ( 11>

Vamos ahora a ver una aplicacion fisica de todo esto con un ejemplo. Supdngase que se dispone de una funcidn de dos variables

Vix,y) = 5x% 4 2x y + 5y2 (en mecénica cuantica no nos gustara que aparezcan estos productos cruzado Xy y veremos que
podemos escribir V matricialmente y que dicha matriz se puede diagonalizar en una nueva base, en la cual se podra escribir V sin

productos cruzados).
Se puede expresar V (potencial) matricialmente asi:

_ 5 1Y\ (x\ _ Sx+y\ o, 2 cn
V= }’)<1 5) <y>_(x y)<x+5y>_5x +xy+xy+5y"=5x"+2xy +5y

Sabemos que la matrizAC = <? ;) se puede diagonalizar como Ag = <8 2) enlabase B = (}), < 11>

-1 (X x’
Para cambiar de la base C a la base B hacemos: (El’ “_2)) <y> = (y') = (Z;) , Nueva notacion.

Despejando la x y lay en funcién de g, vy g, v llevando el resultado a la expresion de V(x, y), tenemos:

X+y
S =4 > Xx+y=2q =x=q,+¢
X—=Yy
=G Xty =2 = x=q—q
De donde:

V(x,y) = 5x2 4+ 2xy + 5y% = 5(q; + 9,)* + 2(q; + ¢:)(q1 — 4,) + 5(q; — ¢2)* = 2(6¢7 + 4¢3) (nétese que ya no hay

productos cruzados ¢q,¢q, . Donde 6y 4 los autovalores de la matriz en la base propia B = {ql, qZ}.

En palabras de Javier Garcia, "Una matriz puede intervenir en nuestro mundo de vectores para hacer de ellos una vida mejor."
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APENDICE II: EL LAGRANGIANO. (Video curso “Mini curso de MECANICA CUANTICA, a lo Feynman”, capitulos 2 y 3, de Javier
Garcia)

Un FUNCIONAL es un operador matematico que transforma funciones en nimeros reales:  s[ f(x)] € R

1
Un ejemplo de funcional podria ser s[ f(x)] = J fo)dx
0
1 3 1
s[x?] = J x2dx = [—] =1/3; s[sinx]= J sinxdx = [—cosx](l) =—cosl+1~0.46
0 X 0 0
1
Otro ejemplo de funcional podria ser: s[ f(x)] = J ( [f(x)]2 + [f’(x)]2 ) dx
0

1 1 5 4 3

1
2 4 2 X X
ahora, s[x ]:J "+ 4x)dx = [?+T] =1/5 + 4/3 =23/15

0

[(x2)2 + (2x)2] dx = J

0

b
Por notacién, llamamos L = (f(x))2 + (f’()c))2 , yasi, engeneral, s[f]= J L(f,f) dx serdunfuncional.

a

Nos preguntamos ahora, ¢,se puede derivar un funcional?.

frh
Consideremos un pequerio cambio en la funcién f(x), ahora sera 6f (x) = f(x) + h(x) conlas

condiciones que h(a) = h(b) = 0 (la funcién y su funcién cambiada coinciden en los extremos del

b—-‘-
XV

intervalo) (f(x) v f(x)+ h(x)) yque difieran poco en la, b[, h(x) pequefio. La derivada del i

funcional medira como cambia el funcional al cambiar un poco la funcion. (6 indica cambio ) [

os
DERIVADA FUNCIONAL. 5_f

b b
s[f]=J L(ff) dx; s[f+h]=J LCf+hof + 1) dx

b b
6s=s[f+h]—s[f]=J {L(f+h.f+h)=L(ff) } dx=J SL dx
of

of
Como, para funciones de dos variables e cumple que: f(x,y) = of = a—éx + a—f(Sy , tendremos que:
X y

SL 0L5f+ oL Sf' y ent 5S r aLéfd +r aL(Sf’ d
= — o Yy entonces: = —_— X o X
af af « O 0 Of

o _ oL d | oL
Integrando por partes la Ultima integral: udv =uv — |vdu Su=—->du=—\|—1vy
of’ dx | of

o) 2[4
of fa Cax o] M

Recordad que 6 f es lo que habiamos llamado A (x) y que 6f = h(x)]g = h(b) — h(a) = 0 taly como habiamos impuesto, con

b oL
al

dv =6f dx - v = 6f. Tendremos: J

a

5f’dx=[

lo que la primera parte del resultado de aplicar el método por partes se anula.
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b
Tenemos que: 0S8 = J —o6fdx — [ ] Of' dx . Agrupando en una sola integral:
a

of

b

oL d [dL

os = J of a_f - d_ ( 0f’> d x . Y ahora, por enésima vez nos perdonaran los matematicos, pasando & f dividiendo:
a

8s J" oL d (oL
— = —_— | — dx que es alo que llamamos derivada funcional.
of . |of dx\of

Vamos a obtener las leyes de Newton de la mecénica clasica. Ahora la variable independiente es el tiempo (x — ¢ )y la variable

dependiente es la posicion (f(x) — x) ( f'(x) = X = v). Con esta notacion:

b s w|oL d (oL
s[x(t)]zj Llx,-x]dt vy =J _— - a

. ox(1) ‘ ox dt
os
Deseamos crear un funcional s/ 52 (D) = 0 (haya un minimo) y de aqui se deben deducir las leyes de Newton.
X
os , oL d (L - dL d aL
Para que = 0 basta con que se anule el integrando: — —— | — | =0, esdecir — =
ox(t) ox dt ox  dt
oL aL
Esto ha de serequivalentea FF =ma =m—v = —(mv); m =cte. Luego: — =mv =mx y — =F.
dt dt ox ox
av .
En el caso de tener fuerzas conservativas: F = — 6_ ( V es la energia potencial ). Ha de ocurrirque. L = — V + algo(X),
X
oL oV
asi, — = ——+0=F. Veamos quién ha de ser ese algo":
ox ox
oL 0 0 . . Lo 1 .2
—=—(-Vx))+—algo=0+—algo=mv=mx - —algo=mx - algo =|midx =—mx
ox ox ox ox ox 2

Luego: L = Em %2 — V. AsidebeserlL para que se obtengan las leyes de Newton.

b
A este L se le llama LAGRANGIANO, & = “cinética - potencial”. Al funcional s se le llama ACCION s = J < dt yesto
Ia
. ) —_ . bs
reproduce las leyes de Newton. Parun V(x) dado, la trayectoria x(¢) sera aquella que minimice la accion: 0 =
x(r
Veamos un gjemplo:  V(x) = mgx m
ov
_d_ = —mg = F Fuerza que siente la particula que la tira hacia abajo. :
* I
1 .2 X
< = me —mgx |
0s oL d (JL
— 0 —_ ——— — — =
ox(t) ox dt \ ox
0Z .. 0Z . . . .
Como — =mx; —=—-—mg - —(mx)+mg=0->m—i+mg=0->m¥i=—-mg - i=-g
ox ox dt dt

Esdecir: a = — g yapartirde aqui: v = [adt =—gt+vy y x = {vdt = —gt2/2+vot + X

1
Hemos obtenido: x(t) = xq + v,t — Egt2 que es la trayectoria de una particula libre en un campo gravitatorio.
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APENDICE Ill: TEOREMA DE NOETHER. (Video de Javier Garcia “Grupos, Simetrias y el Teorema de Noether en Fisica Tedrica”)

TEOREMA de NOETHER. Grupog de Lie y gimetriag en Figica La charla se divide en 6 partes:
- Aproximacion de funciones
Se trata de entender una frage: * Rotacionee
- Grupog de Lie
"Una teorfa invariante bajo la accion del grupo * Formulacien Lagrangiana de [a fisiea
80(3) congerva ol momento angular". + Teorema de Noether
- Conclugion

APROXIMACION DE FUNCIONES ~ 7xr deplotauiochs Z an pternats (6% 20), Lo pruan apwimac

de uns ﬁnm(; (Taglr) os: Fxic) ~ /{x)+ £ i{
avy
Sh o afﬁ‘mé& @ AMWG; H Vores vansble /N,w,lwﬂ.éz)c f&(,szc)ﬂ« ?’QDT)(C + ?of,(
] 2
ROTACIONES
%o X L)(‘ ,) Por comodidad, considerarermog invariante bajo rotaciones la cantidad: X x X2 = (%')2+(x2)?
b 2
/@&( ! Nos preguntamos: ¢La ROTACIONeg lineal?
3“/ ’ \
‘<0 e Xz \(,,_) ) ) : I
e SN Xz Rex, SRy > C(y)"\j) = XYY
X ol ,
> Reaultado: S Un teorema matematico agequra que al ger la rotacion lineal, existe una MATRIZ R
lo que permanece congtante (INVARIANTE) que la implementa
bajo ROTACIONES eg el madulo (distancia) _ _
La pregunta ahora eg: squien e lamatriz R? s = R K= R ha deme mabnd 242
2x| *
V2 #xZ 2N (61)% 4 ()7

Notacion y caleulog sencillog:

'Y A
x=(¥D ) ;T (o)) 2 et = (NS = (T = KX 600X

U\Wl\'adc
Coco <'e Rt 5 () To!= BRx)(2) = ZRTRx = xTx (daroonk) =3,
=5 RTRA = I R aswac w e ORTOGqoNAL ) a fends dQJ+(P\):4

- : e e ok ()= -4
flbbf L, O\».o, B =l \moJY\/Q tS'?GC)AL (QEUAL)' C:i‘;&:\é}\m‘a ’;-»E’FUE’XWO’GS/
ho AOTACRNES)
So(2) = f R/RTR -1 “ MCR]:”( (b B hior R =T dk(z)=41)
GRUPODELEE - & Soled e wn qrpe ?

S0@) = {Re)/ T R=T ¢ ek @=A]
pel s N@,). RE) = R (Bi1162)
C ?fc&»u"ﬁ As N @n )

Gropo, (Ge) Samunh, o poealidens - 4,,4,9 €4
— weshins (303) 08 g0y i
— hewl . El!ees’/\fgeﬁ': €-§=3°e=g = S

— nvena: vseg 3l geq: 303"':3’1;:e TMMM,. ode Lu oscibe |, ok reuln R(0)eT,
Ko codoe R(®) exiie R(-6) 4 ol R). R(-D) = RIO) =T
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de uu%m,)n Mc& »}pgok X\w Ml/e(?w'cfg(uo(o [K),Va,

4&_0 L) o w. £p
couhhus , v, we GROPY da Lie,
A B -ve :"L%)
Poo, (e ol dafiide 2(0)2 Voo wee ohucds dufuitosul RE&), con €230 : %, ) = Rl%)_ﬂl%)__mklg)=
R&T”

Bhoa wrscemp la mfmu‘mmd d jcoue: R(D+€) 2 T 4 ¢ 4R@ - R(g\d_‘l+—9- (=)
40 N N

C(okm voy a og-lw«n/ &: x\'v\am{?.? Yo O%T}Q!”%/ iluéNo %Co\ Sﬂﬂak4wdwosatoﬁm\\uhu«zwﬂzﬁ

96

N>

Rie)= (T +% ey' — | Rm =

@ eg la matriz generadora del grupo de lag rotaciones rotaciones.

50
Rigy Rigy =1 —> (T1+667)(1466) = T4£6+ 6% £676 = T+£6:66=1

AﬂT\s\we'-rk\cA = Gevenrr: |G = (o -i)

€ ha S aunglar:

E(6+§)=0 5 | G==a"

— G _a ffzzd‘o b Weres e(o‘lew)gok,
/Jyl&l‘: e -1 aaeaali 8167'4-‘ 6-54—5-0\%‘ — [R@= eeG= (;:: :::) e;dol\'r ™ (e otrcious, oumr-
o "M" i":‘:‘w veu o mdds o‘o{srw.v
w‘*?&m Wie)
FORMULACION LAGRANGIANA de la FISICA. j \ _\; Aecrl J JH s Boceve S EOLER.- bR

°d 4 od '
( ) Tocle Ferai C}‘exfmelﬁ&‘}m@rw%jw & Fotoug 0('7\% ovlucouce!

—_— =

A 4t
&Mﬂﬂz?ﬁ Lz part vec Q:‘M'ov-'wfb?w (}?\‘M)maizhui‘mac&a}_ “Fronu %)oédmf lo
?/QC@&D/U\JQ(‘DA A&MJmﬁﬁmfmhm.

REM N HER < )Gymaame\m"nfamd\wm')
TEOREMA de NOETHER. 2)6%&\{?“‘\'“0\@ ef"\m&;w N il mh\wq
‘j":wm rv\dawquﬂ cocales (un ndmem)- J,perR . £ L?mcha-\‘) vebedade b oo medsas Ri6) ,
Cied 2 (omcats ? . Avean & y v

b w d 2 duoints Zx:y)rb/hm, Gutouce xsbcmfe&éon’a /'m;e une Auekl Q0R2).

"L o Jam4w J a iwnzitwre bp Una anerela oivia
M‘Cﬂ’ e)‘-'S‘}e une LEY e MM Mac\!c&a

TEOREHDL e
KOETHER :

(EJ—F & X = cm&’)‘au%e

)
v P
b . quetin

p:‘

Voctun g sl
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%2
m J. 2w (V2402) - o6
X, £ obose %qu.,.rv/uda& JQJLOaan!w- - 6 ig QI rETRI é»/o@(
| do rotechis Cor2)
OAJ/M&W'AJWQW? /(
od _ [ vy o—1) /%
ov (;_1’ ={/A¢/~J — @ =(my W")é‘ 0 )["z}‘%"“dz"‘z‘“"/'-%:de
QJZ

”Dé\ #Q@we&u-?m}{ d9 At ﬂ-’-70'[UQLCB%-WVD 9-‘°1745'7’II
9{74’] %Gﬂ/o:
o hpad e e deponts de b dishuce, auke b caormn
My L = —zl/.u&ﬁéz(xuléz- Ver)
A’lu@,aﬂlq %MW @ e\'w'%,\va 6&7"0 Lo(3) . oﬂﬁ—c’wd' éscAé«Ie. 2 Z%c& ox?ue
Lopt = .

CONCLUSIONES.

Conocer el generador de una simetria continua del o define la magnitud que se congerva.
Dara determinar el generador nog basta con hacer una trangformacion infinitesimal.

Lag simetriag de una teoria nog permiten conocer de antemano que <2 egtan prohibidos.
Log grupog de Lie son una herramienta muy poderoga.

Nacho Vallés 2018


http://goo.gl/AM75Jd

GRUPOS DE LIE (Apuntes de los video-cursos de Javier Garcia) 00.g/AM75Jd Pagina 80 de 90

Nacho Vallés 2018


http://goo.gl/AM75Jd

GRUPOS DE LIE (Apuntes de los video-cursos de Javier Garcia) g00.gl/AM75Jd Pagina 81 de 90

APENDICE IV: OPERADOR MOMENTO en QM. (Video-curso de Javier Garcia de “Mecénica Cudntica a lo Feynman, capitulo 31.)

En el espacio de Hilbert de las funciones |y (x) >, que es de dimension infinita, #°°°, consideramos el operador “—1i d_ que
X

vamos a comprobar que es hermitico, por o que se correspondera con un observable.

4 hermitico si < f| 'd|>* <g]| 'd|f>
—1—— €S hermitico sl - — = -1 —
dx dx & & dx

+0o0 +0o0

EnZ®, <flg>= [ f*g dx, las funciones son de cuadrado integrable: J | f(x) 1> dx =1y ademas,
f(0) =g(0) =0

d +o0 d +o0 . 1too +o00 , +o00 , +o0 ,
<f|—id—|g>=j f*(—i)d—gz—ij frgdx =—i[f"g] +iI gf*dx=0+iJ gf*dxzij gf dx

X —o0 x -0 e -0 —00 -0
Y al conjugar,

d +o0 * +o0 +o0 d d
<fl-i—|g>*= iJ gfdx =—iJ g*fdx==J g*<—i—>fdx=<g|—i—|f>

dx —oo oo o dx dx

Pero, ¢,qué es lo que observa el operador hermitico —i d_ ? Lo que se observa son los valores propios del operador
X

diagonalizado.

d .
—i = w(x) = A w(x) (A valores propios R ), de otro modo: w’ = ily . Necesariamente y (x) = be'** | asi:
X

v = (be*™ Y = bile™* = i) . Luego el operador —id— tiene como funciones propias y;(x) = be'** y como valores
X

propios 4 € R.

N . d 1 . —iLtypx
Dimensionalmente, —i d_ es de la forma z . Las notas de materiason ¢ ~e h " h

p
lo que nos hace pensar que A = —
X n

). Dedud . d p 5 d
. eaqucimos:. —1 —— = — - —1h— —
J v 7 v Ix v =py

\2zh X

;Px
ufp(x) =b e'h (mésadelante seve que b =

El operador hermitico (observable) —i hd— OBSERVA los valores propios  p .
X

12
o . d 1 eT MET ML d
Dimensionalmente: —iA— ~ [A]— ~ — ~ ~——~M[v] ~p. A —ih— selellama OPERADOR
dx L L M T dx

MOMENTO P.  Se puede medir la cantidad de movimiento de una particula.

Nacho Vallés 2018



http://goo.gl/AM75Jd

GRUPOS DE LIE (Apuntes de los video-cursos de Javier Garcia) 00.g/AM75Jd Pagina 82 de 90

Nacho Vallés 2018


http://goo.gl/AM75Jd

GRUPOS DE LIE (Apuntes de los video-cursos de Javier Garcia) 00.9l/AM75Jd Péagina 83 de 90

APENDICE V: INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL. (Video-curso de Javier Garcia de “Introduccion a la Relatividad

Espacial”, de la coleccion “Videos de divulgacion”.)

Suposiciones previas:
a) Elespacio es homogéneo e isétropo.

E L PLAN b) Eltiempo es homogéneo.

1.- PRINCIPIOS DE LA RELATIVIDAD
2.- TRANSFORMACION DE LORENTZ
3.- DEFINICION DE DISTANCIA EN EL ESPACIO ORDINARIO PRINCIPIOS DE LA RELATIVIDAD
4.- DEFINICION DE DISTANCIA EN EL ESPACIO-TIEMPO
5.- TIEMPO PROPIO — DILATACION DEL TIEMPO

Suposiciones de la Relatividad de Einstein:
c) Todos los observadores que se desplazan a velocidad constante

6. CUADR]MOMENTO uno de otro (observadores inerciales) son "equivalentes" en el
7.-ENERGIA=> E = mc2 sentido de que experimentan las mismas leyes generales de la
naturaleza.

) d) Todo observador mide la misma velocidad para la luz
TRANSFORMACION DE LORENTZ independiente de la velocidad de la fuente.

o Mismo evento descrito por dos observadores A y B con movimiento relativo a velocidad
velocidad constante.

Ia Ip
>
X4 XB Imposicion velocidad relativa v:
a), b) y c) implican: 5 P q 14
= =>r=-sv
s P9 Ly 0 ros Viy
XB ros XA
) lp P q ¥
- = >r=-w
P 4q _ o1 § —q —vip r.s 0
= ps—qr
r s B P
L4 | s —q (B j— p =S
= ps—qr
XA -r p Xp
Imposicion de d) Pero c) obliga a que la transformacion y su inversa tengan la misma forma excepto el cambio

de signo en la velocidad relativa. Hemos de obligar a que:

I P q 14 p= 1
= B
cty rop cly ”('_‘._z)
s - Pla+ cqly La solucién a esta ecuaciénes:  p = —
cly rla+ceply 2

\‘/J
Ip _ |
2
XB l—z_—l

r+cp

p¥eq

=>c= .

S>pe+clg=r+ep=>r=clq=>q=— Sustituimos:

Substituyéndolo todo:

Ip 1 2 14

X4 n(l —) v 1 XB
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Llegamos a las transformaciones de Lorentz:

tp = ! (fA - szn)
1 - Ly2 ¢
Xp = +(—VIA+XA)
1 - Ly2
(.2
Normalmente se le llama y = ! y p = £ con lo que

o= r(- L)

xp = y(—Pcta+x4)
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PRIMERA CONCLUSION
Cada punto del espacio tiempo representa un EVENTO.
Cada observador inercial asigna un par de numeros
(tiempo y posicidn) que deben estar relacionados por las
transformaciones de LORENTZ para preservar los
principios de relatividad y la homogeneidad y la isotropia
del espacio.

éPor qué no se detecto antes?

Porque la velocidad de la luz es enorme c=3x10%m/s. Por lo que:

:tA

Galileo

XB —VIiA + XA

DEFINICION DE DISTANCIA EN EL ESPACIO ORDINARIO
Dos puntos del espacio

X1 X2
Y1 y2
PASOS PARA CALCULAR LA DISTANCIA

1) Restamos
At )X o\ [ e
at )\ v i)\ Ut-at

2) Lo multiplicamos por él mismo
10 Ax? > 2
( Axt Ayt )( )( ' ) = (=) + O =)

01 Ay
) s 1 0
en donde la 'regla de multiplicaciéon escalar es ( 01 )

e 5L

Coinciden!
1 0 AxB ) )
(e ) g ) e ) =G -dirotond
CONCLUSION
Existe una cantidad numerica

(distancia al cuadrado) asociada a

dos puntos cualesquiera del
espacio que es independiente del
estado de rotacion del
observador, es decir, todo

observador mide lo mismo.

Otro observador 'rotado’ estara de acuerdo?
cosf

sind
R(0) = .
—sinf cos0

Rotaremos los dos puntos y volveremos a calcular la distancia:

cos sinf x| [ xfcos@+ytsing
—sinf cos® ¥

yicosO — x sin@
cos@ sinf x4 x3cos0 + y4 sinf
—sin@ cos@ vy )

Restamos:

y3cosf — x4 sin6
AXB
AP )

x5 cosf — x{ cosO — y{'sin@ + y4sin0 >

v cosf — yi cosf + x'sinf — x4 sin0

DEFINICION DE DISTANCIA EN EL ESPACIO-TIEMPO

PREGUNTA
éExiste alguna cantidad numérica
asociada a dos puntos del espacio
tiempo en la que estén de acuerdo
todos los observadores inerciales?

RESPUESTA
Si, pero no es exactamente igual a
la del espacio ordinario.

— c2(A1)* + (Ax)?

(se puede demostrar sustituyendo las transformaciones de Lorentz)
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¢Cudl es la 'regla de multiplicacién' (métrica)?
Es decir, (qué matriz tenemos que poner entre dos 'eventos' para que al multiplicar dé la

‘distancia al cuadrado’?
M P

(A: Ax ) er M) L _ean? + (ax)?
P o )\ ax

Desarrollando:

M(AD)* + Q(Ax)? + 2PAtAx = —c2(A1)® + (Ax)?

Por lo que:

M= Asi pues la métrica del espacio tiempo es:

Q=l 5
- 0
P=0 g:
0 1

Ejemplo numérico

EX: Si el observador B va al 99% de la velocidad de la luz, y si el reloj de la mosca marca un

entonces el reloj del observador A marca:
Aty = —L—Atp
-+

i

(5

Atg = ls

Aty = ﬁ'l=70888s

Aty = }’AIB

Definimos el tiempo propio de la mosca At = Aty = %

comparando:

—RM) + (A e =Amy) + (myu)” = —mic?

my
ymu

Interpretamos como un vector Lorentz!

Interpretacién de sus componentes

Velocidades pequefias Ejemplo numérico

=l =1+ L_ - 1.00
¥ = 2 Jio? 003
2 1 - 012 _
= 1 = 1005
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TIEMPO PROPIO - DILATACION DEL TIEMPO

Dos observadores con velocidad relativa v
—c}(Atp)* + (Axa)* = —c*(Atp) + (Axp)?

Una mosca esta en el origen de coordenadas de B todo el rato:
—c2(Aty)? + (VA1) = —c2(Atg)* + (0)?
(=? +v?)(Ata)? = —c*(Atp)?
(1= 5 ) (@A) = ()’

’l—:—jAt,\=AtB

Aty = +AIB

J-=

CUADRIMOMENTO

~c2(Ar)” + (Ax)* = IGUAL PARA TODO OBSERVADOR
At = 4- = IGUAL PARA TODO OBSERVADOR
m =|GUAL PARA TODO OBSERVADOR

3
m
m2 AT A0T AL PARA TODO OBSERVADOR

(ar)?
Resulta que da:
2 @A)
(ar)®
Desarrollando un poco:

2.2

—m-c

—2(my)* + (myu)* = -m2c?

ENERGIA y MOMENTO RELATIVISTA

— 1 ~ u? ~ mu 1
14 > _1+—2(.2 o my = m+ e

2
mu-

E = myc® e myc* = mc* + 2~

Por lo que:
E

- 2

2 R . 2
- ’ _"2( . ) +(p)° = -mc?
ymu p ¢

E = [m’c* +p>c?

my

o
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ENERGIA y MASA RELATIVIDAD

E = szc“ +p2c?

l

Si el objeto esta en reposou =0 = p =0
E = mc?

goo.gl/AM75J4d
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APENDICE VI: COORDENADAS ESFERICAS. (Video-curso de Javier Garcia de Mini curso de MECANICA CUANTICA (A lo

Feynman), “42-Deduccidon del Laplaciano en coordenadas esféricas”, en sus primeros 10 minutos).

M(r,8,9)

La mayoria de los fisicos, ingenieros y mateméaticos no norteamericanos escriben:

« ¢ ,el azimut : de 0° a 360°
« B la colatitud : de 0° a 180°

Esta es la convencién que se sigue en este articulo. En el sistema internacional, los rangos de variacion de las tres
coordenadas son:

0<r<oo 0<h<n 0<p<2m

La coordenada radial es siempre positiva. Si reduciendo el valor de r llega a alcanzarse el valor 0, a partir de ahi, r; vuelve a
aumentar, pero B pasa a valer -6 y ¢ aumenta o disminuye en rtradianes.

Relacion con las coordenadas cartesianas

Sobre los conjuntos abiertos:
U={(r,0,¢)|r>0,0<0<m0<p<2nr} y V ={(z,y,2)|z* + y* +2* > 0}

Existe una correspondencia univoca F': V' — U entre las coordenadas cartesianas y las esféricas, definidas por las relaciones:

a2 +4?
arctan P z>U arctan (%) z>0yy>0(1"Q)
. 2r +arctan(¥) z>0yy<0(4°Q)
r:\1m2+y2+zz =< 5 z=0 = ®
’ (2, .2 v %Sgn(y) r = 0
TV B °
1r+arctan(\ - ) 2<0 m+arctan(¥) z<0(2°y3° Q)

Estas relaciones se hacen singulares cuando tratan de extenderse al propio eje z, donde z? + y2 = 0, en el cual ¢, no esta definida. Ademas, ¢ no es continua en
ningn punto (z, y, 2) talque z =0 .

La funcién inversa ! entre los dos mismos abiertos puede escribirse en términos de las relaciones inversas:

z = rsin 6 cos y = rsin Osin ¢ z=r1rcosf

Base coordenada |editar]

A partir del sistema de coordenadas esféricas puede definirse una base vectorial en cada punto del espacio, mediante los vectores tangentes a las lineas coordenadas.
Esta nueva base puede relacionarse con la base fundamental de las coordenadas cartesianas mediante las relaciones

7 = sinf cos p & + sinfsin p § + cos 2
6 = cosb cos T + cosfsinpy — sinfz
@ = —sinp & + cos Yy
e inversamente
& = sinfl cosp T + cosf coscpé —sinp @
gy =sinfsinpt + cos@sin 0 + cos [71%)
2 =cosfF —sinf@
En el célculo de esta base se obtienen los factores de escala
s =1 hg =1 h, = rsinf
Disponiendo de la base de coordenadas esféricas se obtiene que la expresion del vector de posicion en estas coordenadas es
r=rr

Nétese que no aparecen término en ¢ o .la dependencia en estas coordenadas esta oculta en el vector 7.

Nacho Vallés 2018


http://goo.gl/AM75Jd

GRUPOS DE LIE (Apuntes de los video-cursos de Javier Garcia) 00.9l/AM75Jd Péagina 88 de 90

Diferencial de linea | editar]
Un desplazamiento infinitesimal, expresado en coordenadas esféricas, viene dado por

d7F = hydr# +hgd0 + h,dp$ = dr# +rdff + rsinfdp $

Diferenciales de superficie |editar]

La expresion general de un diferencial de superficie en coordenadas curvilineas es complicada. Sin embargo, para el caso de que se trate de una superficie coordenada,
g3 = cte. el resultado es

dSgy—cte = ha hy dgy dg Gy
y expresiones analogas para las otras dos superficies coordenadas.
En el caso particular de las coordenadas esféricas, los diferenciales de superficie son
o r=cte: dS,_qe = 72 sinfdf dy 7
« B=cte: d§g=c‘e = rsinfdr dgaé
« p=cte: dS"p,m =rdrdfp

Diferencial de volumen |[editar]

El volumen de un elemento en coordenadas curvilineas equivale al determinante del jacobiano de la transformacién, multiplicado por los tres diferenciales. El jacobiano,
a su vez, es igual al producto de los tres factores de escala, por lo que

dV = hy hy hy dg dg; dgs

que para coordenadas esféricas en las que el angulo vertical empieza en el eje z da
dV = r* sin@dr df dp

y en las que el angulo vertical empieza en el plano XY da
dV = 1* cos O dr df dp

Operadores diferenciales en coordenadas esféricas |editar]

El gradiente, la divergencia, el rotacional y el laplaciano poseen expresiones particulares en coordenadas esféricas. Estas son:

« Gradiente

¢ 1 09 .

90 " rsinf dy

« Divergencia
s LO0PE) 1 0sim6F) 1 O(F,)

V-F=—
r:  Or rsinf 00 rsinf Jy
« Rotacional
Foorh rsinf ¢
= 1 a @ )
v E r2sing | % o
F, rF; rsinfF,
« Laplaciano

10 (,00 1 9 (. 99 1 99
R ()
¢ r? Or (r or N 2sing 00\ 09 N r2sin®@ Op*
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